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1. Apresentação

Como concepção deste evento, espera-se que um trabalho ou palestra tenha um fenô-
meno biológico como motivação para a modelagem matemática. O Encontro de Bio-
matemática tem por objetivos:

1. Difundir a Biomatemática como campo de estudo, pesquisa e colaboração com áreas
correlatas;

2. Integração de pesquisadores, professores, graduandos e pós-graduandos no estudo
de problemas em aberto que exijam ações acadêmicas;

3. Fomentar, através de desafios trazidos ao evento por pesquisadores de áreas corre-
latas, a pesquisa com aplicações efetivas e;

4. Divulgar os trabalhos feitos nos grupos de Biomatemática a que pertencem os
participantes, fomentando demandas reais.

Finalmente, um objetivo significativo: o de manter a realização do EncBioMat no
cenário de pesquisa, trabalho, colaboração e realizações em Biomatemática.

Este ano o evento contará com 9 seções de palestras plenárias; um minicurso sobre
“Resiliência Ecológica, Bacias de Atração e Variedades Invariantes”, 33 comunicações
orais e a sessão de pôsteres.

A Comissão Organizadora dá as Boas Vindas a todos os participantes que irão pres-
tigiar o evento, que está em sua terceira edição, e esperamos que nosso “Encontro de
Biomatemática” contribua ainda mais para o fortalecimento desta área de pesquisa.

Realização
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4. Minicurso

Resiliência Ecológica, Bacias de Atração e Variedades
Invariantes:

Teoria, Métodos e Aplicações
Artur C. Fassoni1
1Instituto de Matemática e Computação, Universidade Federal de Itajubá, Itajubá, Brasil

Resumo
O termo Resiliência Ecológica se refere à capacidade de um sistema manter seu estado

atual quando sujeito a perturbações ambientais [1]. Quantificar esta capacidade é essencial
para predizer a ocorrência de uma mudança de regime, e esta abordagem tem sido aplicada
à problemas como invasões biológicas, mudança climática, manejo agrícola, tratamento
de câncer, entre outros. No contexto de sistemas de EDO’s, o conceito de resiliência se
traduz como a dificuldade de mover o estado do sistema para fora da bacia de atração
atual do mesmo, através de perturbações nas trajetórias ou nos parâmetros do modelo e,
portanto, envolve o cálculo da bacia de atração de um ponto de equilíbrio estável. Por
sua vez, as bacias de atração são, em geral, delimitadas por variedades estáveis de pontos
de sela, de modo que sua determinação passa pela determinação, numérica ou analítica,
de variedades estáveis de pontos de equilíbrio do tipo sela. Neste minicurso, veremos os
principais aspectos teóricos conectando estes três assuntos, apresentaremos alguns métodos
para quantificação de resiliência, e mostraremos como aplicações desta abordagem podem
trazer resultados interessantes, com foco em modelagem matemática do tratamento de
câncer [2].

1fassoni@unifei.edu.br
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Referências
[1] A.C. Fassoni, and D. C. Braga, Resilience Analysis for Competing Populations,

Bulletin of Mathematical Biology, 2019. DOI: doi.org/10.1007/s11538-019-00660-7

[2] A.C. Fassoni, and H. M. Yang, An ecological resilience perspective on cancer: insights
from a toy model, Ecological Complexity, 2017.
DOI: doi.org/10.1016/j.ecocom.2016.10.003
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Dinâmica de uma população de mosquitos Aedes aegypti
com controles químico e biológico

Bianca Calsavara 1, José Luiz Boldrini2
1,2Departamento de Matemática, IMECC, UNICAMP, Campinas, SP

Resumo
Neste trabalho é apresentado um modelo matemático para descrever a dinâmica de uma

população de mosquitos Aedes aegypti na qual mosquitos machos estéreis (produzidos
por irradiação ou transgênicos) são inseridos como controle biológico. Além disso, há
aplicação de inseticida como controle químico. Aqui são descritas as populações de
mosquitos nas fases aquática, de fêmeas antes de copular, de fêmeas fertilizadas pelos
machos “naturais", de fêmeas fertilizadas pelos machos estéreis, de insetos machos e de
machos estéreis (irradiados ou transgênicos). Este modelo corresponde a uma generalização
de um modelo matemático proposto por Thomé, Yang e Lourdes em [1].

O principal objetivo deste trabalho é obter existência e unicidade de soluções para o
sistema de equações diferenciais parciais não lineares correspondente ao modelo men-
cionado.

Referências
[1] R. C. A. Thomé, H. M. Yang and L. Esteva, Optimal control of Aedes aegypti

mosquitoes by the sterile insect technique and insecticide, Mathematical Biosciences,
pág. 12-23, 223, 2010.

1biancamc@unicamp.br
2josephbold@gmail.com
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Desafios do controle biológico sob a ótica da modelagem
matemática e computacional

Adriano Gomes Garcia 1
1Departamento de Entomologia e Acarologia, Universidade de São Paulo, Piracicaba,
Brasil

Resumo
Com a crescente conscientização sobre os impactos do uso de pesticidas na saúde

humana e no meio ambiente, aumenta-se a demanda por estratégias de manejo de pragas
que reduzam a utilização do controle químico; como por exemplo, o controle biológico,
que consiste no uso de um ou mais tipos de organismos predadores ou parasitoides
(EILENBERG et al., 2001). Contudo, casos de insucesso do controle biológico não são
raros e se devem, no âmbito ecológico, ao desconhecimento das complexas relações
estabelecidas entre os organismos (GODFRAY; WAAGE, 1991). De maneira geral, a
investigação da complexidade envolvida nesses sistemas ecológicos é de difícil execução
em experimentos de campo ou de laboratório.

Nesse contexto, o uso de modelos matemáticos e computacionais em programas de
controle biológico possibilitaria a análise e avaliação, in silico, de possíveis estratégias de
manejo, produziria uma base de informações para a escolha da espécie de agente biológico
a ser utilizado, bem como para a definição do período e condições nos quais ele deve ser
liberados, e reduziria custos financeiros e tempo de pesquisa (HEIMPEL; MILLS, 2017;
MCEVOY, 2018).

Tais abordagens quantitativas são de extrema importância para as pesquisas desen-
volvidas no Laboratório de Biologia de Insetos (ESALQ - USP) e no Centro de Pesquisa
Avançada de São Paulo para Controle Biológico (SPARCBio), Piracicaba - SP, dando
suporte para a avaliação de riscos e benefícios de estratégias de controle biológico no
manejo integrado de pragas. Nessa apresentação, será abordado um panorama geral dos
principais desafios do laboratório e do recém-inaugurado centro de pesquisa, e como uma
abordagem interdisciplinar pode colaborar em futuros projetos.

Referências
[1] J. Eilenberg, A. E. Hajek, C. Lomer. Suggestions for unifying the terminology in

biological control.BioControl, v. 46, p. 387-400, 2001.
[2] H. C. J. Godfray and J. K. Waage, Predictive modelling in biological control: the

mango mealy bug (Rastrococcus invadens) and its parasitoids, Journal of Applied
Ecology, v. 28, p. 434-453, 1991.

[3] G. E. Heimpel and N. J. Mills, Biological Control: Ecology and Applications, Cam-
bridge University Press, New York. 2017.

[4] P. B. Mcevoy. Theoretical contributions to biological control success.BioControl, v.
63, p. 87-103, 2018.

1adrianogomegarcia@usp.br
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Cálculo Fracionário e HIV
Rubens de Figueiredo Camargo 1, Vinícius Machado Martinez 2, Alexandre
Naime Barbosa3
1Departamento de Matemática, Faculdade de Ciências, UNESP - Bauru
2Departamento de Bioestatística, Instituto de Biociências, UNESP - Botucatu
3Departamento de Doenças Tropicais e Diagnóstico por imagem, FM, UNESP - Botucatu

Resumo
Esta palestra está dividida em três partes: Inicialmente, o Prof. Rubens irá fazer

uma breve apresentação do Cálculo Fracionário (CF), desde sua origem até algumas
aplicações atuais, dando ênfase aos trabalhos em biometmática. Na segunda etapa o Prof.
Alexandre Naime Barbosa irá apresentar o vírus da imunodeficiência humana, destacando
as possíveis colaborações que a matemática pode dar ao entendimento da dinâmica da
doença. Por fim, o Prof. Vinícius Machado Martinez, mostrará alguns dos resultados
de seu doutorado, que foi feito com a orientação dos professores Rubens e Alexandre e
utilizou o CF no desenvolvimento de um modelo matemático preditor da evolução do RNA
do HIV e da eficácia das terapias antiretrovirais, como uma ferramenta de apoio ao médico
infectologista para tomada de decisões e manejo clínico.

Referências
[1] Rubens de Figueiredo Camargo e Edmundo Capelas de Oliveira. Cálculo Fracionário,

Editora Livraria da Física, São Paulo, Brasil, 2015.

[2] Vinícius Machado Martinez. Cálculo Fracionário Aplicado à Dinâmica do HIV:
Dados Reais, Estimação de Parâmetros e Estratégias Computacionais, tese de
doutorado, Unesp - Botucatu, 2020.

1rubens.camargo@unesp.br
2vinicius.martinez@unesp.br
3alexandre.barbosa@unesp.br
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Bioeconomy: The World Under New Management

Gonçalo A. G. Pereira 1
1Laboratório de Genômica e bioEnergia, UNICAMP

Resumo
The development of civilization after the advent of the industrial revolution was prac-

tically the conversion of fossil biomass into energy, which was directly injected into
civilization. In the long run, the consequence of this logic is climate change, with severe
impacts on the environment and human populations. Changing this logic is urgent and
for this we have to replace fossil energy with new sources, in particular high productivity
biomass, associated with conversion processes capable of replacing the entire petrochemi-
cal chain with renewable counterparts. For this, biotechnology techniques, supported by
bioinformatics, will be fundamental. The lecture will present this logic and the solutions
for a new form of management for the planet.

1goncalo@unicamp.br
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Spatial-temporal dengue outbreaks: studies toward a
warning system

Sergio Oliva1
1Departamento de Matemática Aplicada, IME-USP

Resumo
The prediction of dengue outbreaks based on disease surveillance is a very hard problem

and a lot of work had been done in this direction. In this talk we present two studies with
different techniques to partially address the problem. First, with the data with for the state
of Sé3o Paulo, we propose a time-scale separation to adjust the parameters and explore
some cell phone data. In the second we propose a way to identify a network that would
identify the connections between the outbreaks, we use a convergent cross mapping to see
if there is causality between the time series data of each city in the network.

1smo@ime.usp.br
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An SIQ delay differential equations model for disease
control via isolation

Tiago Pereira1,Stefan Ruschel2, Serhiy Yanchuk2, Lai-Sang Young3

1Universidade de São Paulo, São Carlos, São Paulo, Brasil
2Institut für Mathematik, TU Berlin, Alemanha
3Courant Institute, NYU, New York, EUA

Resumo
Infectious diseases are among the most prominent threats to mankind. When preventive

health care cannot be provided, a viable means of disease control is the isolation of
individuals who may be infected. To study the impact of isolation, we propose a system of
delay differential equations and offer our model analysis based on the geometric theory of
semi-flows. Calibrating the response to an outbreak in terms of the fraction of infectious
individuals isolated and the speed with which this is done, we deduce the minimum
response required to curb an incipient outbreak, and predict the ensuing endemic state
should the infection continue to spread.

1tiago@icmc.usp.br
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Um modelo para interações entre células imunes e HIV
considerando tratamentos com drogas

Claudia Mazza Dias 1
1Departamento de Tecnologias e Linguagens, Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, Brasil

Resumo
Esta apresentação tem como objetivo inicial analisar a capacidade do corpo humano

em combater o HIV. Para tal, apresenta um modelo matemático que leva em consider-
ação modos de defesa de um organismo infectado pelo HIV, como: as células de defesa
suscetíveis, o sistema imunológico infectado, as chamadas células T killer e as células T
killer específicas para o HIV. Este modelo, portanto, analisa as interações entre as respostas
das células T killer e o HIV, evidenciando como o sistema imunológico é atacado e como
ele se defende. Um problema de controle é proposto para a obtenção de uma sequência
ótima de dosagens no tratamento medicamentoso padrão, de maneira a minimizar os efeitos
colaterais.

Referências
[1] Arruda, E.F., Dias, C.M., Magalhães, C.V.M., Pastore, D.H., Thomé, R.C.A., Yang,

H.M., 2015. An optimal control approach to HIV immunology. Applied Mathematics,
6, 1115-1130. doi:10.4236/am.2015.66102

[2] Pastore, D.H., Thomé, R.C.A., Dias, C.M., Arruda, E.F., Yang, H.M., 2018. A
model for interactions between immune cells and HIV considering drug treatments.
Computational and Applied Mathematics, 37, 282 - 295. doi:10.1007/s40314-017-
0528-8.

[3] Perelson, A., Ribeiro, R., 2013. Modeling the within-host dynamics of HIV infection.
BMC Biology, 11, 96. doi:10.1186/1741-7007-11-96.

1mazzaclaudia@gmail.com
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Modelagem numérica da fissão das criptas e das
deformações viscoelásticas dos adenomas no epitélio do

cólon
Giuseppe Romanazzi 1

Departamento de Matemática Aplicada, Instituto de Matemática, Estatística e Computação
Científica - UNICAMP

Resumo
O câncer colorretal tem origem de uma proliferação abnormal das células estaminais

dentro as cavidades do epitélio do cólon, chamadas criptas. Esta abnormalidade leva a
formação de um adenoma no cólon que é caraterizado da um processo de fissão das criptas
e de deformações das mesmas. Um modelo diferencial de EDP biomecânico é apresentado
para simular numericamente o processo de deformação e fissão das criptas no epitélio
do cólon. A implementação do modelo é baseado num método de elementos finitos com
malhas moveis. Resultados numéricos mostram com a proliferação celular abnormal pode
levar a diferentes deformações das criptas do tecido ao longo do tempo e a fissão das
criptas.

1roman@ime.unicamp.br
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Fenômeno Biológico com modelagem Matemática :
Problemas na Saúde da Criança e do Adolescente

Silvia Brandalise 1

Centro Infantil de Investigações Hematológicas Dr Domingos A Boldrini - CIB

Resumo
Partindo-se da presença da Matemática em todos fenômenos naturais e da vida humana,

serão abordados diferentes fatores que afetam a saúde na faixa etária pediátrica, com ênfase
na exposição ambiental dos pais e pós nascimento da criança. O conhecimento médico
epidemiológico dos fatores preditivos associados com a ocorrência de diversas doenças em
seres humanos, exige nova linguagem através da tradução numa linguagem matemática.
Prevenir é melhor do que remediar, diz o provérbio.

Considerando-se o mundo atual, com a super oferta de medicamentos Genéricos,
Similares e Clones, torna-se fundamental a discussão de um novo problema na área da
saúde, referente à Eficácia e Segurança dos medicamentos. Como a Matemática poderá
ajudar a equacionar este problema em tempo real?

Referências
[1] International Agency for Research on Cancer, Monographs Volume 11.

www.thelancet.com/oncology Vol.16, May 2015
[2] Volk I et al. Scand J Work Environ Health, 2019 doi: 10.5271/sjweh.
[3] PTikellis G et al. Perinat Epidemiol. 2018 John Wiley and Sons Ltd 2018;32: 568-583
[4] Ivarone, I et al. Epidemiol Prev. 2018; 42 (5-6) Suppl.1: 76-85 doi: 10.1919/EP18.5-

6.51.P076.090
[5] http://monograph.iarc.fr/ENG/Classification/index.php.Last update: 28 June 2017

1 silvia@boldrini.org.br
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Modelagem matemática de perfis farmacocinéticos de
nanopartículas magnéticas obtidos por

biossusceptometria AC

Diego S. Rodrigues1, Lucas M. Fagundes2, Guilherme A. Soares3, Paulo F.
A. Mancera4, José R. A. Miranda5
1Faculdade de Tecnologia, UNICAMP, Limeira–SP
2Graduação em Licenciatura em Física, Instituto de Ciências Exatas, UNIFAL-MG,
Alfenas–MG
3Programa de Pós-Graduação em Farmacologia, Instituto de Biociências, UNESP, Botucatu–
SP
4Departamento de Bioestatística, Instituto de Biociências, UNESP, Botucatu–SP
5Departamento de Biofísica, Instituto de Biociências, UNESP, Botucatu–SP

Resumo: Trata-se de um modelo matemático de equações diferenciais ordinárias do tempo
destinado à descrição teórica de perfis farmacocinéticos de nanopartículas magnéticas
obtidos por biossusceptometria de corrente alternada. O modelo proposto permite de-
screver satisfatoriamente os perfis farmacocinéticos experimentais em cada um dos três
compartimentos propostos, fornecendo um embasamento teórico-quantitativo promissor

1diego.rodrigues@ft.unicamp.br
2lucasmarques_ fagundes@hotmail.com
3guilherme.soares@unesp.br
4paulo.mancera@unesp.br
5jose.r.miranda@unesp.br
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para os resultados dos experimentos.
Palavras-chave: Equações Diferenciais Ordinárias, Farmacocinética, Nanomedicina, Bios-
susceptometria de Corrente Alternada.

Breve descrição da modelagem desenvolvida e dos resulta-
dos

Trata-se de um estudo teórico-quantitativo de um modelo farmacocinético de equações
diferenciais ordinárias no tempo relativo à biodistribuição de nanopartículas magnéticas
(NPMs) no coração e no fígado. A modelagem desenvolvida motiva-se em resultados de
experimentos in vivo de administração intravenosa de nanopartículas magnéticas de Ci-
MnFe2O4 e seu trânsito nas cavidades torácica e abdominal de ratos. Essencialmente, para
constituição dos compartimentos do modelo matemático são considerados o coração (1) e
o fígado, esse último subdividido em sinusóide hepático (2) e células de Kupffer (3). Entre
os compartimentos que representam o coração e o sinusóide hepático há troca bidirecional
de NPMs, enquanto que as células de Kupffer do fígado as absorvem irreversivelmente.
Assim, tem-se:

S + N
k1

−−−−→←−−−−
k2

SN
k3

−−−−→ CK (6.1)

em que N refere-se às NPMs livres, S ao sinusóide hepático, SN às NPMs retidas no
sinusóide hepático, CK às NPMs especificamente sequestradas pelas células de Kupffer e
ki (i = 1,2,3) às taxas de transferência de NPMs entre os compartimentos, resultando em
[1]: 

dQN

dt
= − k1 QN (QTS−QSN) + k2 QSN ,

dQSN

dt
= k1 QN (QTS−QSN) − (k2 + k3)QSN,

dQCK

dt
= k3 QSN,

(6.2)

(6.3)

(6.4)

em que QTS denota a quantidade total (constante) de células do sinusóide hepático ligadas
e não ligadas à NPM:

QN(t) + QSN(t) = QTS. (6.5)

O sistema de equações diferenciais ordinárias (6.2)-(6.4) foi analisado analiticamente por
meio da teoria de estabilidade local clássica (resultados omitidos), e também foi resolvido
numericamente pelo método de Runge-Kutta de ordem 4, e seus parâmetros foram então
calibrados a partir de curvas experimentais.

O ajuste de parâmetros do modelo matemático dado por (6.2)–(6.4) foi considerado
adicionando-se uma função q(t) à equação (6.2), representando a infusão de droga. Quanto
aos dados experimentais de trabalho, esses referem-se a sinais de biossusceptometria
de corrente alternada das NPMs localizadas no coração e no fígado de ratos Wistar.
No modelo, a quantidade das NPMs localizadas no coração é dada pela variável QN(t),
enquanto que a quantidade das NPMs no fígado é QSN(t)+QCK(t).
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Na Figura 6.1(a)–(b) é exibido o resultado de um ajuste do modelo de trabalho para
uma das sete realizações experimentais que se tem disponíveis. De modo geral, nota-se boa
concordância entre teoria (modelo) e experimento (dados), tanto no perfil farmacocinético
de decaimento das NPMs observado no coração quanto na progressiva retenção ao longo
do tempo das NPMs no fígado. Os valores ajustados das taxas de transferência ajustadas
foram: k1 ≈ 1.0004, k2 ≈ 0.0963 e k3 ≈ 0.0017. O valor de QTS (que não é de interesse
prático, mas que também é um parâmetro) foi tal que QSN(t) < QTS para todo t, como
imposto em (6.5).

(a) (b)

Figure 6.1: (a) Perfis farmacocinéticos téorico e experimental de decaimento da NPM no
coração; (b) Perfis farmacocinéticos téorico e experimental de retenção da NPM no fígado.
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Dengue em Ayacucho no Peru

Nelson Q. Cuba1, Lucy T. Takahashi2
1,2Departamento de Matemática, Universidade Federal de Juiz de Fora, Juiz de Fora, Brasil

Resumo: Neste trabalho, temos por objetivo estudar a evolução da dengue na região norte
de Ayacucho, estado do Peru. Para descrever esta propagação geográfica e de seu vetor
propomos um modelo matemático epidemiológico. Além disso, propomos medidas de
controle desta propagação e visualização de possíveis comportamentos para os próximos
anos.
Palavras-chave: Modelo Epidemiológico para a Dengue, Biomatemática, EDOs aplica-
dos.

Introdução
A dengue encontra-se em mais de 120 países, pelo mundo. Neste trabalho, realizamos

um levantamento histórico de como foi a propagação da dengue no Peru, no período de
2000 a 2018, e em especial no estado de Ayacucho cujo o primeiro caso ocorreu em 2013.
Descrevemos a propagação da dengue na região norte de Ayacucho, utilizando a malha
rodoviária que liga as cidades dessa região, por onde ocorre o transporte de mosquitos
e humanos (Takahashi et. al, 2004). Além disso, propomos medidas de controle desta
propagação e visualização de possíveis comportamentos para os próximos anos.

Desenvolvimento
Baseando-nos em [3], propomos um modelo para descrever a propagação geográfica

da dengue, considerando compartimentos do tipo SIR para os humanos, (H̄ i
S, H̄

i
I , H̄

i
R), e

do tipo SI para os mosquitos, (M̄i
S,M̄

i
I), em cada cidade, i, com i = 1, . . . ,n, onde n é o

número de cidades da rede. A população de humanos é considerada constante em cada
cidade, i. é: H̄ i = H̄ i

S + H̄ i
I + H̄ i

R. Desse modo, o modelo é dado por:

dM̄i
S

dt̄
= ν̄

iM̄i
(

1− M̄i

k̄i

)
− µ̄

i
MM̄i

S− β̄
iM̄i

SH̄ i
I −∑

j 6=i
f jiβ̄

iM̄i
SH̄ j

I +
n

∑
j=1

τ̄ jiM̄
j
S

dM̄i
I

dt̄
=−µ̄

i
MM̄i

I + β̄
iM̄i

SH̄ i
I +∑

j 6=i
f jiβ̄

iM̄i
SH̄ j

I +
n

∑
j=1

τ̄ jiM̄
j
I

dH̄ i
S

dt̄
= µ̄H(H̄ i− H̄ i

S)− λ̄
iH̄ i

SM̄i
I−∑

j 6=i
fi jλ̄

jH̄ i
SM̄ j

I

dH̄ i
I

dt̄
=−(µ̄H + ᾱ)H̄ i

I + λ̄
iH̄ i

SM̄i
I +∑

j 6=i
fi jλ̄

jH̄ i
SM̄ j

I

(6.6)

onde k̄i é a capacidade de suporte e ν̄ i, β̄ i, µ̄ i
M são as taxas de oviposição, de contágio e

de mortalidade dos mosquitos, respectivamente; e λ̄ i, ᾱ i, µ̄H são as taxas de contágio, de
1nelcuba.mat@gmail.com
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33

recuperação e de mortalidade dos humanos, respectivamente. τ̄i j e fi j representam as taxas
de transporte dos mosquitos e dos humanos da cidade i para a cidade j, respectivamente.

Para a análise qualitativa do modelo consideramos as n cidades como uma só, ou
seja, H̄ = ∑

n
i=1 H̄ i e M̄ = ∑

n
i=1 M̄i. Logo para a adimensionalização do modelo definimos

as novas variáveis adimensionais independente e dependentes: t = t̄ν , MS =
M̄S
k̄ , MI =

M̄I
k̄ , HS =

H̄S
H̄ e HI =

H̄I
H̄ . Daí, obtemos três pontos de equilíbrio: P0 = (0,0,1,0), P1 = (1−

µM,0,1,0), e P2 = (M∗S ,M
∗
I ,H

∗
S ,H

∗
I ), onde: H∗I =

λ µH [λβ (1−µM)−µM(µH +α)]

λβ (1−µM)(µH +α)+µHβ (µH +α)
,

H∗S =
1

µH
{µH− (µH +α)H∗I }, M∗I =

{
1−µM

µM +βH∗I

}
βH∗I e M∗S = 1− µM−M∗I . E, por

meio da matriz da próxima geração [4], obtemos o número de reprodutibilidade basal,

R0 =

√
λβ

µM

(
1−µM

µH +α

)
.

Simulações
As simulações (Runge-Kutta de 4a ordem) foram feitas com base em dados da região

norte de Ayacucho no Peru. Na Figura 6.2 apresentamos o comportamento das subpopu-
lações MI , HI e HR, durante 270 dias, em cada uma das 9 cidades escolhidas registrando
um comportamento similar aos dados reais.
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Figure 6.2: Dinâmica de MI , HI e HR em cada uma das 9 cidades durante 270 dias após a
introdução de 1 pessoa infectada na cidade 5. A dengue espalha-se pela suas cidades vizinhas
conectadas.
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Asymptotic and Stability Analysis of a Two Dimensional
Two-Phase Model of Avascular Tumour Growth
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Abstract: We investigate avascular tumour growth as a two-phase process consisting of
cells and liquid through the moving boundary continuum model formulated by Byrne,
King, McElwain, and Preziosi [1].
Palavras-chave: multiphase model, two-phase model, avascular tumour growth, asymp-
totic analysis, numerical simulations

Formulation
This model supposes that an avascular tumour behaves as two fluids, a viscous one

representing the cells and an inviscid one representing the extra-cellular material. Applying
conservation of mass and momentum to the two phases, together with an approximation of
the pseudo-steady state of the concentration of nutrients within the tumour, it is possible to
obtain the model studied here. See [1] for more details regarding the formulation of this
model.

Analysis
By working with steady state solutions in a moving frame, we define instability of a

time-dependent non-homogeneous base state solution in a way that allows us to compare
simulated solutions to the saturation growth and exponential decay profiles of tumour size.

We formulate the analogous model for tumour growth in two dimensions. After some
simplifying assumptions (negligible nutrient uptake and cell drag), we perform asymptotic
analysis on the system satisfied by the two dimensional perturbations on a one dimensional
solution, which we then compare to its numerical counterpart. Eventually, through the
method of matched asymptotics, we characterised boundary layers and corresponding
outer and inner solutions which allowed us to obtain a condition for instability in the two
dimensional case.

More details regarding the stability, asymptotic, and numerical analysis performed can
be found in [2].

Current Work
Current work focuses on understanding the biological implications of the results of

the stability analysis, the existence of boundary layers and the asymptotic behaviour of
1andrea@mat.unb.br
2john.king@nottingham.ac.uk
3d.avitabile@nu.nl
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perturbations as the tumour grows.

Referências
[1]H. M. Byrne, J. R. King, D. L. McElwain, L. Preziosi, A two-phase model of solid
tumour growth, Applied Mathematics Letters, 2003.

[2] A. Genovese, Asymptotic and stability analysis of a tumour growth model, PhD Thesis,
University of Nottingham, 2017.



37

Análise do padrão de dispersão da doença dos citros
(HLB) e de seu vetor

Ana Paula Diniz Marques1, Takaaki Ohishi2
1,2Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computação - FEEC, Unicamp, Campinas-SP,
Brasil

Resumo: A doença Huanglongbing (HLB) tem sido uma das mais importantes para a
citricultura mundial, diante da importância econômica e dos prejuízos nas produções de
citros. Este trabalho propõe um modelo de simulação (Modelo baseado no indivíduo
(MBI)) para a análise da dispersão do inseto vetor da doença, devido a diferentes fatores
de atração. Consequentemente será analisado o impacto do HLB na plantação. Portanto,
com este trabalho pretende-se discutir, corroborar e contribuir com novas ideias sobre o
controle do HLB, além de difundir boas práticas para a utilização dos MBIs.
Palavras-chave: Huanglongbing (HLB), Modelos baseados no indivíduo, Dinâmica espa-
cial, Diaphorina citri

Resumo
Doenças em plantas e animais tem um significante impacto ecológico e econômico.

Entender a componente espacial dessas enfermidades é um elemento crucial para melhor
monitorá-las e controlá-las. Especificamente, a citricultura é afetada por diversas doenças,
porém a atual preocupação dos citricultores é como controlar o Huanglongbing (HLB).
Vários especialistas tem concordado que o HLB - também conhecido como Amarelão
ou Greening - é uma das doenças mais importantes e destrutivas da citricultura mundial
[1,2,3].

No campo a transmissão do Greening ocorre através do inseto vetor, Diaphorina
citri Kuwayama, um psilídeo originário do continente asiático. Ainda não há métodos
curativos para o HLB e a melhor solução tem sido a eliminação de plantas infectadas e o
controle do psilídeo. Sabe-se que o principal meio de atração e reprodução dos psilídeos
é através dos brotos das plantas, pois eles depositam os ovos somente nos tecidos jovens
das plantas. Além disso, há outros fatores que podem atrair este inseto, por exemplo,
a coloração amarela e os voláteis (odores) das plantas hospedeiras. Os citricultores já
utilizam armadilhas amarelas para monitorar a quantidade e atividade dos psilídeos adultos
nas plantações. Com relação aos voláteis, estudos tem mostrado a preferência e a repulsa
dos psilídeos por certos componentes [4]. Outra característica que pode influenciar na
localização e dispersão dos insetos é a configuração das plantações [7].

Neste trabalho, propomos um modelo de simulação (Modelo baseado no indivíduo
(MBI) [5]) que analisa o comportamento de dispersão dos psilídeos devido a diferentes
fatores de atração e consequentemente o impacto do HLB nas plantações. MBIs são
adequados para representar sistemas através do comportamento dos indivíduos; eles
seguem o princípio de que os padrões de um sistema emergirão da representação das

1anapdinizm@gmail.com
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ações de cada agente. Os MBIs tem vasta aplicação em problemas ecológicos e já foram
utilizados para estudar a eficácia de diferentes configurações de agroecossistemas no
controle de pragas [6].

O objetivo deste trabalho é contribuir com os resultados para o controle do HLB.
Também pretende-se apresentar boas práticas para a utilização dos MBIs: Quando usar,
como construir, como parametrizar, analisar, verificar e validar.
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Estabilidade assintótica global de um modelo da dengue
de ordem fracionária
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Resumo: Neste trabalho, estudamos a estabilidade global de um modelo da Dengue com
derivadas de ordem fracionária de Caputo.
Palavras-chave: Equações de Ordem Fracionária, Estabilidade Global, Dengue, Lema de
Barbalat.

Introdução

Nas últimas décadas, as equações diferenciais de ordem fracionárias tem recebido uma
grande atenção devido as aplicações em física e biologia. Uma vantagem dos sistemas
de equações diferenciais de ordem fracionária é que eles permitem incorporar efeito de
memória no modelo [2,5,6]. Devido à versatilidade das equações fracionárias, vários
autores estudaram modelos epidemiológicos com derivadas fracionárias e demonstraram
que esse tipo de modelo descreve melhor os dados reais do que sistemas com equações
diferenciais ordinárias [1,3]. Recentemente, um grande número de trabalhos publicados
usando equações diferenciais fracionárias em epidemiologia e no modelo da dengue [1].
No entanto, até onde sabemos, a estabilidade global para sistemas da dengue de ordem
fracionária ainda não foi estudado.

Desenvolvimento

O modelo matemático utilizado para descrever a dinâmica da epidemia de dengue
é baseado na decomposição da população humana em três compartimentos disjuntos
(suscetível Sh, infectado Ih e recuperado Rh), enquanto que a população de mosquitos
fêmeas é dividida em dois compartimentos, também disjuntos, (suscetível Sv e infectado Iv).
Sendo as populações constantes Nh = Sh + Ih +Rh, Nv = Sv + Iv. Os parâmetros usados no
modelo abaixo podem ser encontrados nos trabalhos [4,7]. Podemos descrever a dinâmica
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3nelsonunifal@gmail.com
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da doença pelo seguinte sistema de equações de ordem fracionária:

Dα
t Sh = µhNh− βhb

Nh+mShIv−µhSh,

Dα
t Ih = βhb

Nh+mShIv− (µh + γh)Ih,

Dα
t Rh = γhIh−µhRh,

Dα
t Sv = µvNv− βvb

Nh+mSvIh−µvSv,

Dα
t Iv = βvb

Nh+mSvIh−µvIv,

(6.7)

onde a derivada de Caputo para α ∈ (0,1) é definida por Dα
t x(t)= 1

Γ(1−α)

∫ t
0(t−s)−αx′(s)ds.

O sistema da dengue (6.7) tem dois pontos de equilíbrio: O ponto de equilíbrio chamado
livre da doença é dado por E0 = (S0

h, I
0
h ,R

0
h,S

0
v , I

0
v ) = (Nh,0,0,Nv,0). Ponto de equilíbrio

adicional chamado endêmico, dado por E1 = (S∗h, I
∗
h ,R
∗
h,S
∗
v , I
∗
v ). A razão de reprodução

básica é dada por: R0 =
√

b2βhβvNhNv
(Nh+m)2(µh+m)µv

.

Primeiro vamos construir uma região Ω em que o sistema (6.7) é bem posto. Usando
Lemas do tipo Barbalat, vamos mostra que se R0 < 1 o ponto de equilíbrio livre da doença
é globalmente assintoticamente estável e se R0 > 1, então o ponto de equilíbrio endêmico
será globalmente assintoticamente estável.

Considerações Finais
Neste trabalho, analisamos uma versão fracionária do modelo epidemiológico da

dengue proposto por [4,7]. Como conclusão, recomendamos que o referencial teórico
apresentado pode ser uma possível ferramenta útil para realizar a análise de estabilidade
global para outros sistemas de equações de ordem fracionária usados nas ciências biológicas
e físicas.
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Modelo interativo fuzzy que correlaciona as taxas de
crescimento da massa das proteínas e a massa de rRNAs

de seres procariontes

Roberto Antonio Cordeiro Prata1, Sílvia Dias de Souza2
1,2Departamento de Matemática, Universidade Federal do Amazonas, Brasil

Resumo: Apresentamos um breve estudo sobre o modelo proposto por [1] que estuda
o crescimento de organismos procariontes, utilizamos em particular dados da bactéria
Escherichia Coli. Propomos um modelo usando parâmetro fuzzy na taxa de crescimento
de massa proteica, devido as incertezas encontradas nas medições que compõem esse
parâmetro e calculamos a correlação existente entre as taxas de crescimento de massa
proteica e a de crescimento dos rRNAs.
Palavras-chave: Síntese de proteínas, Interatividade fuzzy, Seres procariontes.

O objetivo deste trabalho é apresentar um modelo matemático fuzzy baseado no modelo
determinístico [1] que estuda a razão entre o crescimento de massa de proteínas (m) e a
massa de rRNA’s (r). Estudamos o equilíbrio dos dois processos fundamentais, a síntese
de proteína e rRNA(ribossômico) de organismos procariontes em que o resultado é um
atrator bioquímico estável que produz homeostaticamente uma dada proporção de proteína.
Inicialmente encontramos a solução fuzzy para o modelo (6.28), onde a taxa de proteína
por unidade de massa foi considerada fuzzy e por fim foi determinada a solução interativa
que correlaciona a taxa de proteína por unidade de massa e a taxa de síntese de rRNA por
unidade de massa proteica.

Desenvolvimento
O modelo descrito nesta seção foi proposto por Loladze [1]. Para o modelo supomos

que as células dos organismos procariontes crescem exponencialmente. Denotando por m
a massa de todas as proteínas e por r a massa de todos rRNAs, expressamos a síntese de
proteína por dm

dt = γm e a síntese total de rRNA por dr
dt = ψr , onde γ e ψ são respectiva-

mente a taxa de síntese de proteína por unidade massa e a taxa de síntese de proteína de
rRNA por massa proteica.

A proporção de proteína por rRNA pode ser escrita por β = m
r , onde m e r crescem

exponencialmente e a razão entre m
r é governada pela seguinte equação diferencial:

dβ

dt
= γ−ψβ

2 (6.8)

Quando a massa das proteínas e a massa dos RNAs estão de acordo a proporção β = m
r ,

o crescimento dos organismo procariontes é equilibrado. Desta forma resulta que a taxa
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específica do crescimento da massa total de proteínas e dos rRNAs podem ser expressas
pelo min{ γ

β
,ψβ}.

Com as informações acima podemos encontrar o gráfico da solução fuzzy via princípio
de extensão de Zadeh do modelo 6.28 com parâmetro γ fuzzy:

Para a obtenção do gráfico consideramos a taxa do crescimento da massa de proteína γ

fuzzy.
Para os resultados da solução interativa fuzzy utilizamos [2] e [3]. Em [1] podemos

verificar que existe uma função f (x) = K
x que correlaciona γ e ψ , ou seja, ψ = K

γ
, onde K

é um número real.
Assim encontramos a distribuição de possibilidade conjunta C entre γ e ψ:

[C]α = {(γ, 1
γ
) ∈ R2 : γ ∈ [aα

1 ,a
α
2 ]} (6.9)

Portanto a solução interativa fuzzy para o modelo proposto neste trabalho com K1 real
é dada por:

[(βt)C(γ,ψ)]α = (βt)([C]α) =
e−2t

√
K

−2
γ

e−2t
√

K +K1
+

√
K

γ
, (6.10)

Considerações Finais
Neste trabalho apresentamos a solução fuzzy obtida via extensão de Zadeh da solução

determinística, ao considerarmos a taxa de crescimento das massa de proteína de organis-
mos procariontes fuzzy. Encontramos também a solução fuzzy interativa que correlaciona
as taxas de crescimento das proteínas e dos rRNA de organismos procariontes.
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Resumo: Na modelagem matemática da dinâmica de doenças infecciosas, o estudo da
estabilidade global do ponto de equilíbrio não-trivial, é um trabalho imprevisível. Neste
trabalho discutimos o uso dos multigrafos orientados, como uma ferramenta no auxílio da
determinação das constantes de uma função de Lyapunov do tipo de Goh [1]. Para este
mesmo tipo de função de Lyapunov, mas que resultem em grafos orientados ao relacionar
a interação entre elas, um método algébrico para determinar tais constantes é proposto
em [3]. O que não é possível para modelos cuja interação entre tais funções resultem em
multigrafos orientados. Neste trabalho, pretendemos então discutir as nuances entre os
dois tipos de modelos, tendo em vista trabalhos futuros, para modelos cuja interação entre
as funções resultem em um multigrafo orientado.
Palavras-chave: Funções de Lyapunov, Multigrafo Orientado, Funções de Goh, Anemia
Infecciosa Equina.

Modelo Matemático e Estabilidade Global
Consideremos o modelo matemático, estudado em [2], que descreve a dinâmica da

anemia infcciosa equina,



dS
dt = φ −αmSY − (αs +αc)[α1Ad +α2I +α3Ac]S− (µc +ν)S,
dL
dt = αmSY +(αs +αc)[α1Ad +α2I +α3Ac]S− (γ2 +µc)L,
dAd
dt = γ2L− (γ3 + γ4 +µc)Ad,

dI
dt = γ3Ad + γ6Ac− (γ5 +θ1 +δ +µc)I,
dAc
dt = γ4Ad + γ5I− (γ6 +θ2 +µc)Ac,

dX
dt = µmN + εY − (β1Ad +β2I +β3Ac)X−µmX ,

dY
dt = (β1Ad +β2I +β3Ac)X− (ε +µm)Y.

(6.11)

Tal sistema tem dois pontos de equilíbrio que são de interesse: trivial (ausência da
doença), e não-trivial (ou equilíbrio endêmico, onde a doença existe sem risco de uma
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epidemia), respectivamente, P0 e P̄. Nosso objetivo aqui é auxiliar na prova de que P̄
é globalmente e assintoticamente estável. Para isso, vamos utilizar as funções de Goh
[1], W = ∑

7
i=1Wi = ∑

7
i=1 ci(Zi− Z̄i− Z̄i ln Zi

Z̄i
), nas variáveis S, L, Ad, I, Ac, X e Y . Para

que tenhamos o desejado, é preciso que W ′ ≤ 0. Cada função Wi é composta pela soma
de outras funções, “G′s”. As constantes positivas c′is foram determinadas ao observar
com quais variáveis cada função G estava relacionada, de modo que ao percorrer um
ciclo do multigrafo orientado, considerando a combinação linear das funções e constantes,
obtivéssemos uma função menor ou igual a zero. Determinar estas constantes é a tarefa
mais exigente na prova. Da interação entre tais funções nestes ciclos, chegamos no
multigrafo orientado da figura (6.3).

Figure 6.3: Multigrafo Direcionado dos Caminhos Associados às Funções de Lyapunov.

As funções Gk
i j aparecem nas derivadas de cada função Wi, e sua indexação não é bem

definida em [3], que só faz o uso de funções do tipo Gi j ao propor um método algébrico.
Uma das hipóteses deste método é a de que ao percorrer um ciclo, a soma de suas funções
deve ser zero. Este fato é observado em ciclos com funções do tipo Gk

i j. Por exemplo,
G45 +G54 = 0. Ou ainda G17 +G3

76 +G65 +G53 +G32 +G1
21 = 0. Localizados os ciclos,

se cada um deles, formado por funções de Lyapunov aplicadas no modelo, resultar em
um grafo orientado, então basta aplicar o método proposto por [3]. A ideia do método é
comparar os fluxos de entrada e saída em cada vértice, e a partir daí encontrar as constantes.
Como no referido modelo obtivemos um multigrafo orientado, então este terceiro índice
não nos possibilita utilizar o método válido para grafos orientados. No entanto, em
alguns vértices é possível aplicá-lo, e nos demais utilizamos esse mapeamento das funções
que compoem um ciclo para obter as condições que uma determinada constante ci deve
satisfazer, para que se obtenha o desejado. Mesmo assim, determinar as constantes para
este modelo levou meses.

As funções obtidas neste trabalho e da forma Gk
i j, satisfazem as mesmas hipóteses

do método proposto em [3] para funções do tipo Gi j. No entanto, devido à estrutura
algébrica do grafo (ou multigrafo) obtido, não é possível aplicar tal método para determinar
todas as constantes. A intenção em um trabalho futuro é se dedicar nesta estrutura de
grafos (multigrafos), no intuito de tentar encontrar algum padrão que possibilite que tais
coeficientes nestas condições, sejam determinados de maneira formal.
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Resumo: A imunoterapia com células CAR T é uma terapia que tem apresentado excelente
resposta para o tratamento de leucemias (LLA). Neste trabalho, propomos um modelo
matemático para investigar a dinâmica de crescimento das células tumorais em resposta à
imunoterapia com células CAR T em pacientes. O sucesso dessa terapia está intimamente
relacionado com características de cada indivíduo. Especificamente, investigamos como as
diferentes capacidades de expansão in vivo das células CAR T e de imunossupressão do
microambiente tumoral impactam a resposta à imunoterapia.
Palavras-chave: Células CAR T, Leucemia Linfoblástica Aguda, Expansão in vivo.

Introdução
A Leucemia Linfoblástica Aguda (LLA) é uma malignidade caracterizada pelo cresci-

mento excessivo das células progenitoras imaturas (linfoblastos) na medula óssea, pas-
sando a ocupar espaço dedicado ás células normais, podendo afetar ambos, crianças e
adultos. Recentes avanços têm melhorado o tratamento desse tipo de câncer, porém,
ainda muitos pacientes sucumbem dessa doença. Dentre os pacientes que tem uma re-
caída a uma segunda linha de quimioterapia, menos de 50% respondem a uma terceira
linha quimioterápica. Uma terapia alternativa para tais casos que tem apresentado bons
prognósticos é a imunoterapia. Desenvolvida para explorar a capacidade de células do
sistema imunológico de reconhecer e atacar as células tumorais, a imunoterapia é uma
terapia celular adotiva. Em particular, a imunoterapia com células CAR T consiste em
retirar do paciente linfócitos T, um dos principais componentes do sistema imunológico,
modificá-los geneticamente, expandi-los e, em seguida, reinjetar no próprio paciente. O
objetivo é fazer com que esses linfócitos modificados possam reconhecer mais facilmente
as células malignas e, assim, poder eliminar o tumor com mais eficácia [1, 2, 4]. Essas
células T modificadas são denominadas células CAR T (chimeric antigen receptor T cells).
Neste trabalho desenvolvemos um modelo matemático constituído de equações diferenciais
ordinárias para descrever a dinâmica de crescimento do tumor em resposta à imunoterapia
com células CAR T em pacientes.

Desenvolvimento
O modelo matemático neste trabalho foi inspirado no modelo desenvolvido em [3] para

descrever a resposta tumoral à imunoterapia com células CAR T 123 em camundongos
imunodeficientes, considerando as interações entre as células tumorais e as células CAR T,
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e a diferenciação dessas em células de memória. Este modelo foi aqui modificado para
descrever a evolução da leucemia linfoblástica aguda (LLA) em resposta à imunoterapia
com células CAR T 19 em pacientes. Consideramos a afinidade entre as células CAR T
e o tumor, e as diferentes capacidades de expansão in vivo em cada paciente. Como em
[3], o modelo consiste do seguinte sistema de três equações diferenciais ordinárias para
descrever a dinâmica das células CAR T efetoras CT , responsáveis pela eliminação do
tumor, das células CAR T de memória CM, que s ao capazes de proporcionar proteção em
caso de recidiva do mesmo tipo de tumor, e das células tumorais T:

dCT

dt
=

KBTCT

a+T 2 −µTCT −αTCT (1)

dCM

dt
= εCT −µMCM (2)

dT
dt

= rT (1−bT )− γTCT (3)

A equação (1) modela a evolução das células CAR T efetoras. Assumimos que a
expansão in vivo de CT é co-estimulada pelas células tumorais e depende da afinidade
modulada por KB. Por outro lado, a imunossupressão decorrente do microambiente é
modulada pelo parâmetro α , e CT morre à uma taxa constante µT . A dinâmica das células
CAR T memória é descrita pela equação (2). Consideramos que as células efetoras são
convertidas em células de memória à uma taxa constante ε e também morrem à uma taxa
constante µM « µT . Por fim, a equação (3) representa o desenvolvimento das células
tumorais. Assumimos que, na ausência de imunidade específica, o tumor cresce limitado
pela disponibilização de recursos. As células efetoras CAR T atuam na eliminação do
tumor segundo uma cinética de primeira ordem, modulada pelo parâmetro γ .

O modelo foi calibrado a partir dos dados publicados em [1, 2, 4], que apresentam
respostas de diversos pacientes. Destacamos a dependência da resposta da imunoterapia
com as características individuais de cada paciente. A capacidade de expansão in vivo e as
características imunossupressoras do microambiente tumoral de cada paciente s ao fatores
determinantes da resposta à imunoterapia.
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Resumo: Os tumores renais malignos têm considerável significado clínico e são re-
sponsáveis por cerca de 3% das neoplasias malignas em humanos, ocorrendo com mais
frequência os carcinomas de células renais (CCR) O subtipo genético mais comum e
estudado neste trabalho é o convencional (células claras). O entendimento dos fatores
prognósticos do CCR é relevante para definir uma abordagem eficaz na condução desses
tumores. O câncer apresenta uma classificação histológica que consiste na diferencia-
bilidade do núcleo celular de uma célula cancerosa ao compará-la com uma sadia, essa
graduação é conhecida como Classificação de Fuhrman [1]. O intuito é analisar a relação
entre os fatores prognósticos e a sobrevida desses pacientes. Os modelos consistem em
sistemas baseados em regras fuzzy para análise de risco de metástase e morte pela doença.
Os resultados encontrados foram satisfatórios e se aproximaram dos casos reais vividos
pelos pacientes.

Introdução
As neoplasias renais são desafiadoras devido ao seu comportamento, pois trata-se

de uma doença silenciosa. Analisamos alguns fatores prognósticos e sua importância
ao relacioná-los com a sobrevida dos pacientes. Tais fatores apresentam controvérsias
e imprecisões, pois estão ligados à biologia do tumor; entre eles, a graduação do tumor
[1]. Por meio de visualização ao microscópio, classifica-se o padrão nuclear celular da
neoplasia em quatro graus (de 1 a 4).

Modelos matemáticos propostos
Na prática em patologia, sabe-se que qualquer sistema de graduação aceito sofre algum

grau de subjetividade; isso também ocorre com o de Fuhrman. Observa-se em casos
reais, pacientes com graus baixos (1 e 2) apresentarem a doença muito desenvolvida,
estando, por vezes, metastatizada. Desta forma, é relevante analisar a relação entre esse
fator e o prognóstico da doença (através da teoria de conjuntos fuzzy). A incerteza das
informações no estudo do câncer renal nos motivou a utilizar a teoria de conjuntos fuzzy
através de modelo baseado em regras para tratar desse problema. A fim de obter uma
análise mais precisa e completa a respeito da influência do grau de Fuhrman sobre a
sobrevida do paciente, foram levados em conta outros fatores prognósticos nas análises
dos modelos. O modelo cuja saída é Risco de Metástase combina os dados: estadiamento
TNM ((Tumour Node Metastasis) classificação UICC 2002), tamanho do tumor (extensão
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da doença) e presença de necrose (indicando pior prognóstico, no caso afirmativo). Já no
modelo cuja saída é Risco de Morte, trocamos o fator Tamanho do Tumor pela Presença de
Metástase. As análises consistem em desenvolver modelos matemáticos fuzzy via base de
regras. No processo de fuzzificação, as funções de pertinência de entrada do sistema foram
formuladas com base em referências, consulta a especialistas e na natureza do assunto
abordado. As variáveis de entrada são os fatores prognósticos citados acima, incluindo o
grau de Fuhrman. A base de conhecimento é composta por proposições fuzzy que formam
a base de regras fuzzy juntamente com as funções de pertinência [2]. Uma das regras
elaboradas para o primeiro modelo é: Se Estadiamento é T1b e Grau de Fuhrman é Alto e
Necrose é Presente e Tamanho do tumor é Médio então o Risco de Metástase é Alto. Para
o modelo cuja saída é Risco de Morte, tem-se como exemplo de regra: Se Estadiamento é
T3a e Grau de Fuhrman é Baixo e Necrose é Ausente e Metástase é De 1 a 2 órgãos então
o Risco de Morte é Médio. O método de inferência usado, em ambos os modelos, foi o de
Mamdani. As regras fuzzy foram ponderadas por pesos, em que peso é um número real, no
intervalo [0, 1], que descreve a confiança da regra. Para a atribuição dos pesos embasou-se
em análise feita estatisticamente com dados dos pacientes obtidos no Hospital de Clínicas
(HC) da Unicamp. Essa análise indicou as variáveis mais determinantes para o fenômeno
estudado, que foram presença de necrose e estadiamento. Tais informações mostram
que as associações Fuhrman x metástase e Fuhrman x morte são de baixa a moderada,
contrariando a literatura médica. Algumas simulações dos modelos: Um paciente que
apresenta Estadiamento T3a, Fuhrman Médio, Necrose presente e Tamanho do Tumor 11,5
cm, obteve como resultado para Risco de Metástase os seguintes valores: Baixo 0%, Médio
16% e Alto 84%. No caso real, esse paciente desenvolveu metástase. Para o segundo
modelo, considere um paciente com Estadiamento T1b, Fuhrman Médio, Necrose presente
e sem Metástase, os resultados para Risco de Morte foram: Baixo 66%, Médio 34% e Alto
0%.

Considerações Finais
Foi possível construir modelos e realizar simulações com os dados coletados. Quando

comparados os resultados dos modelos e o prognósticos dos casos reais, as respostas dos
modelos se aproximaram da realidade clínica dos pacientes com tumor de rim.
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Resumo: As arboviroses são grandes desafios para os gestores de saúde pública. Um
exemplo indubitável desse fato são as 390 milhões de pessoas infectadas só pelo vírus da
dengue, conforme os dados da Organização Mundial de Saúde. Métodos mais efetivos para
controle dos vetores têm sido estudados, de forma integrada, levando em consideração os
aspectos socioeconômicos que envolvem tais ações de controle, inclusive por meio de mod-
elos matemáticos e de simulação computacional. Este trabalho estuda um modelo capaz
de reproduzir o comportamento das populações do mosquito Aedes aegypti, dependente
da temperatura e pluviosidade, e a sua relação com os seres humanos, e de sugerir ações
de controle do vetor, por meio de otimizações mono e multiobjetivo. Primeiramente, foi
feita a otimização das constantes dos parâmetros do modelo entomológico para a cidade
de Lavras, Minas Gerais, validado com dados reais de fêmeas do vetor. Por fim, segue a
análise da otimização do controle integrado, em função da minimização dos custos com o
controle e com o total de mosquitos fêmeas, para quatro casos distintos. Os resultados, no
período analisado, sugerem que a melhor abordagem de controle é realizar uma intervenção
na primavera seguida de duas no verão, independentemente do cenário de custos.
Palavras-chave: Otimização multiobjetivo, Modelo epidemiológico,
Mosquito Aedes aegypti.

Introdução
No Brasil, fatores como o crescimento urbano desordenado, as mudanças climáticas

e a falta de conscientização da população colaboram com a propagação e emergência de
arboviroses como dengue, chikungunya e zika. Tais fatores têm motivado os estudos na
área de epidemiologia matemática, sobretudo para manejar adequadamente os recursos
financeiros destinados ao controle dos vetores e ao tratamento dos doentes.

Neste trabalho, um modelo matemático epidemiológico com dependência da temper-
atura e da pluviosidade foi utilizado para estudar a dinâmica do vetor Aedes aegypti, na
cidade de Lavras, Minas Gerais. Por meio de simulações computacionais, é possível
analisar o comportamento das populações do mosquito e investigar ações de controle,
observando as populações de humanos e utilizando técnicas de otimização mono e multi-
objetivo.
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Desenvolvimento
Na literatura há o registro de trabalhos que mostram a influência de fatores meteorológi-

cos no ciclo de vida do mosquito Ae. aegypti, como [6]. A Equação (6.12) mostra o modelo
considerado para representar as populações do vetor com influência da pluviosidade e da
temperatura, inspirado no trabalho de [5]. A primeira população é a de mosquitos na fase
imatura A (ovos, larvas e pupas). A segunda população representa o mosquito fêmea na
fase alada F (fêmeas em fase de oviposição).


dA
dt

= εφ(p,T )
(

1− A
C

)
F− (α(p,T )+µA(p,T )+uA(t))A

dF
dt

= γα(p,T )A− (µF(p,T )+uF(t))F.

(6.12)

sendo ε a capacidade de produção de larvas a partir da fração de ovos viáveis, os quais a
população de fêmeas irá depositar em potenciais criadouros, dada a taxa de oviposição φ ;
C a capacidade do meio associada a abundância de nutrientes; α o desenvolvimento da
fase imatura para fase alada; γ a fração de fêmeas dentre os mosquitos adultos; µA,µF e
uA,uF as taxas de mortalidade natural e adicional, respectivamente.

Considerações Finais
Os resultados mostraram que os parâmetros otimizados ajudaram a melhor calibrar

o modelo para a cidade de Lavras, com grau de correlação alta. Uma vez calibrado o
modelo, foi realizada uma abordagem de otimização para procurar pelos valores ótimos
de intensidade de controle a ser aplicada, tanto na fase imatura do mosquito quanto na
fase adulta, bem como o melhor momento para iniciar e terminar as três intervenções de
controle consideradas em quatro casos distintos. Pela preocupação em evitar a resistência
do mosquito foram considerados períodos de aplicação de controle fixos, sendo de 7
dias para cada uma das três aplicações, de forma similar ao que o governo recomenda.
Os resultados indicam que as aplicações de controle foram satisfatórias, reduzindo as
populações do mosquito com percentual de eficiência dentro do desejado. A melhor
abordagem dentre os testes realizados é a do caso 4, independentemente dos cenários,
no qual são feitas duas aplicações de controle degrau concomitante no verão e uma na
primavera.

Referências
[1] J. P. Chávez et al. An SIR-Dengue transmission model with seasonal effects and impul-
sive control, Mathematical Biosciences, volume 289, 2017. DOI: 10.1016/j.mbs.2017.04.005.

[2]E. Massad et al. Estimating the size of Aedes aegypti populations from dengue incidence
data: Implications for the risk of yellow fever outbreaks, Infectious Disease Modelling., vol-
ume 2, 2017. DOI: 10.1016/j.idm.2017.12.
001.



55

[3]Organização Mundial da Saúde. Vector-borne diseases. https://www.who.int/
news-room/fact-sheets/detail/vector-borne-diseases, 2017. Acesso em out/19.

[4]E. P. Pliego et al. Seasonality on the life cycle of Aedes aegypti mosquito and its
statistical relation with dengue outbreaks, Applied Mathematical Modelling, volume 50,
2017. DOI:10.1016/j.apm.2017.06.003.

[5]L. S. B. Silva et al. Otimização Mono-objetivo no Controle do Mosquito Aedes aegypti
por meio de um Modelo de Duas Populações com Influência da Precipitação, TEMA (São
Carlos), volume 20, 2019.
DOI: 10.5540/tema.2019.020.01.0197.

[6]H. M. Yang et al. Fitting the incidence data from the city of Campinas, Brazil, based on
dengue transmission modellings considering time-dependent entomological parameters,
Plos One, volume 11, 2016.
DOI:10.1371/journal.pone.0152186.

https://www.who.int/news-room/fact-sheets/detail/vector-borne-diseases
https://www.who.int/news-room/fact-sheets/detail/vector-borne-diseases


56 Capítulo 6. Comunicações Orais

Modelo de decaimento de fármaco em regime de múltiplas
dosagens tendo por concentração inicial um número fuzzy

Geizane Lima da Silvas 1, Estevão Esmi Laureano2,
1Departamento de Ciências Exatas e Tecnológicas, UESC, BA, Brasil
2Instituto de Matemática, Estatística e Computação Científica, UNICAMP, SP.

Resumo: Apresentamos um modelo de decaimento de fármaco sob um regime de múltiplas
dosagens, considerando que a concentração inicial (C0) de um determinado medicamento
é modelada por um número fuzzy (RF ). Assumimos a existência de uma relação de
interatividade entre os números fuzzy que aparecem no modelo proposto. A solução geral
do modelo monocompartimental sob regime de múltiplas dosagens para C0 ∈ RF envolve
um somatório de números fuzzy interativos, que é caracterizada via família de distribuição
de possibilidade conjunta Jγ , com γ ∈ [0,1] e que utiliza método de extensão sup-J.
Palavras-chave: decaimento de fármaco, parâmetro fuzzy, distribuição de possibilidade
conjunta, números fuzzy interativos.

Introdução
Modelos matemáticos que simulam o comportamento do organismo humano possibili-

tam a realização de simulações em condições críticas e apresentam vantagens, visto que
eliminam o risco à saúde dos indivíduos. A farmacocinética é um ramo da farmacologia
que estuda a concentração do medicamento(fármaco) no sangue no decurso do tempo após
administração de uma ou múltiplas doses. Um dos principais objetivos da farmacocinética
é aumentar a eficácia e reduzir a toxicidade do fármaco em um paciente em terapia. O
efeito de um medicamento está diretamente relacionado a sua concentração no sangue do
indivíduo. O estudo da cinética do fármaco é feito através de modelos farmacocinéticos
multicompartimentais, em geral, descritos matematicamente por meio de um sistema de
equação diferencial ordinária. No modelo monocompartimental sob regime de múltiplas
dosagens para C0 ∈RF a solução geral envolve um somatório de números fuzzy interativos
e assumimos a existência de uma relação de interatividade entre tais números [2].

Desenvolvimento
No regime de administração do medicamento em múltiplas dosagens é realizada a

repetição das doses, para se manter uma concentração constante e substituir a parte do
fármaco que é eliminada durante o intervalo de dosagem (T), desta forma a concentração
plasmática aumenta progressivamente até atingir o estado de equilíbrio dinâmico. No
momento seguinte a primeira administração do fármaco, a quantidade da droga existente
no corpo do indíviduo não é eliminada antes de uma segunda administração, então, a
concentração plasmática será mais elevada durante o segundo intervalo de dosagem do que
após a primeira administração [3].

1gheyzalima@gmail.com
2eelaureano@ime.unicamp.br
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Consideramos o modelo farmacocinético monocompartimental, onde se presume que
o fármaco é absorvido e distribuído instantaneamente e homogeneamente por todos os
líquidos e tecidos do organismo e, apenas o processo de eliminação é estudado. A equação
diferencial que descreve o modelo cinético monocompartimental é

dCP

dt
= KeCp (6.13)

onde a concentração Cp de um fármaco decai a uma velocidade proporcional a sua própria
concentração no decorrer do tempo, e a constante de proporcionalidade é dada por Ke, a
qual denota a velocidade de eliminação do medicamento no organismo.

Quando estamos em regime de doses múltiplas a solução geral do modelo monocom-
partimental em (6.13) é dada por

Cdn(t) =Co(1+e−keT +e−2keT + . . .+e−nkeT )e−ke(t−nT ) =Co(
n

∑
j=0

e− jKeT )e−ke(t−nT )

(6.14)

para t ∈ [nT,(n+1)T ]. [3].
Suponhamos que concentração inicial de um determinado medicamento é modelada

por um número fuzzy Yo, daí Y1 = Yoe−keT ,Y2 = Yoe−2keT , . . .Yn = Yoe−kenT também são
números fuzzy, visto que é o produto escalar por um número fuzzy. Sendo a concentração
inicial tomada sobre um único indíviduo, podemos supor que esses números fuzzy pos-
suem uma relação de interatividade, descrita pela distribuição de possibilidade conjunta J.
Tomando J = Jγ , temos que a solução geral do modelo monocompartimental sob o regime
de múltiplas dosagens, para parâmetro fuzzy, é dada por

H(t) = (Y0 +γ Y1 +γ Y2 +γ . . .+γ Yn)e−ke(t−nT ), (6.15)

onde Ke denota a velocidade de eliminação do medicamento no organismo, t ∈ [nT,(n+
1)T ], para n ∈ N. A família parametrizada de distribuição de possibilidade conjunta Jγ ,
para γ ∈ [0,1], descreve uma relação de interatividade entre os números fuzzy Y0,Y1, . . . ,Yk,
para k ≥ 2. Pelos resultados apresentados em [1], podemos caracterizar os α níveis de H,
como sendo

[H]α = [
n∧

i=1

S−i (α,γ),
n∨

i=1

S+i (α,γ)] (6.16)

onde

S−i (α,γ) =
∧

β∈[α,1]

(
min{(

n

∑
j=1

ā j)+γ(
n

∑
j=1

a−jβ− ā j),a−iβ +(∑
j 6=i

a+jβ )+γ(∑
j 6=i

a−jβ−a+jβ )}
)

(6.17)

e

S+i (α,γ)=
∨

β∈[α,1]

(
max{(

n

∑
j=1

ā j)+γ(
n

∑
j=1

(a+jβ− ā j)),a+iβ +(∑
j 6=i

a−jβ )+γ(∑
j 6=i

(a+jβ−a−jβ ))}
)
.

(6.18)
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Considerações Finais
Os resultados obtidos mostram que o modelo desenvolvido é eficiente para fazer análise

da saturação de medicamento. No caso em que a concentração inicial é modelada por
um número real (caso clássico) o valor do nível de saturação é obtido através do cálculo
do limite de uma série geométrica e no modelo proposto o valor obtido se aproxima do
resultado no caso clássico.
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EDO’s nos critérios de Painlevé e Lie
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Resumo: Um dos resultados [1] mais celebrados na biomatemática envolvendo soluções
analíticas envolve a clássica equação de Fisher. Nesta referência, foi obtido que as on-
das viajantes desta equação têm formas simples para a velocidade de onda c =±5/

√
6.

Neste caso a solução é do tipo Painlevé, onde as soluções admitem apenas polos como
singularidades removíveis. A integrabilidade (isto é, sermos capazes de obter uma solução
explícita) no sentido de Painlevé é importante pelo fato de sua existência apontar na direção
da existência de uma EDO ter solução analítica [7]. A ideia do atual trabalho é investigar a
existência de simetrias de Lie da equação de Fisher quando procura-se por uma solução do
tipo onda viajante. O ponto fundamental deste trabalho é a descoberta de que o valor de
velocidade de onda c =±5/

√
6 para que a equação seja do tipo Painlevé é justamente a

condição que a equação de Fisher tenha simetrias de Lie não triviais (além de translações
z→ z+ε). Atualmente está sendo investigado qual é a solução obtida a partir do método de
simetrias de Lie, qual sua relevância biológica e como essa solução se compara à solução
obtida em [1].
Palavras-chave: Biomatemática, Equações Diferenciais Ordinárias, Integrabilidade, Sime-
trias de Lie

Introdução
A técnica de simetrias de Lie permite obter, de forma sistemática, quais são as simetrias

de uma determinada equação diferencial ordinária ou parcial. Tais simetrias muitas vezes
informam algo sobre a física do problema (possibilidade de translação da solução no
tempo ou espaço, conservação de energia ou momento, etc.), e permitem a obtenção de
soluções analíticas ou trocas de variáveis que simplifiquem o problema [3], e foi ferramenta
fundamental na obtenção de soluções para problemas da área espacial e da física teórica.
Têm sido feitos esforços recentes em aplicar a técnica de simetrias de Lie a problemas de
outras áreas, como a área biológica [2].

Um dos resultados de soluções analíticas [1] mais celebrados na biomatemática envolve
a Equação de Fisher (6.19) (aqui na forma adimensional), uma EDP não linear com termo
difusivo, inicialmente proposta como um modelo para propagação de um gene mutante
com vantagem de seleção de intensidade controlável. Descobriu-se que a equação se aplica
também à propagação de chamas, no processo motor do movimento browniano e na teoria
de reatores nucleares:

ut = uxx +u(1−u) (6.19)

u′′+ cu′+u(1−u) = 0 (6.20)
1fbacani@ufop.edu.br
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Para uma solução do tipo ondas viajantes da Eq. (6.20), onde transforma-se a EDP
numa EDO a partir da troca de variáveis “z = x− ct”, foi obtida na referência [1] que
se c =±5/

√
6 a EDO é do tipo Painlevé (onde as soluções admitem apenas polos como

singularidades removíveis), e dizemos que a equação é “integrável” no sentido de Painlevé
pelo fato de podermos obter uma solução explícita a partir da técnica.

A integrabilidade (isto é, sermos capazes de obter uma solução explícita) no sentido
de Painlevé é importante pelo fato de sua existência apontar na direção da existência de
uma EDO ter solução analítica [7]. Contudo, a desvantagem das soluções encontradas a
partir do método de Painlevé é que são soluções de séries de potências no plano complexo,
e foi a partir de uma série de simplificações que foi possível escrever a solução de forma
explícita. Uma vantagem da técnica de simetrias de Lie é que a existência de tais simetrias
implica na possibilidade de obtenção de solução de um método sistemático.

Do ponto de vista operacional, obter simetrias de Lie implica na resolução de problemas
polinomial bastante extensos, mas uma vez que se encontra as simetrias, o procedimento
de encontrar soluções é algorítmico. Uma forma de lidar com essa dificuldade operacional
foi a utilização de álgebra simbólica.

Desenvolvimento
Utilizando matemática simbólica a partir do programa de software livre Maxima [4],

que é basicamente uma forma de realizar contas algébricas no computador, foi aplicada a
técnica de simetrias de Lie à equação de Fisher transformada (6.20). Foi descoberto que
a condição da existência de simetrias de Lie é que a velocidade de onda c = ±5/

√
6 é

exatamente a mesma que foi obtida a partir da técnica distinta de Painlevé em [1]. Então
temos o fato notável de, para esta equação clássica, a mesma condição para existência de
solução no sentido de Painlevé é a existência de simetrias de Lie não triviais (isto é, que
não sejam translação, z→ z+ ε).

Uma vantagem inegável da técnica de Painlevé é que é razoavelmente simples encontrar
condições para que uma EDO seja do tipo Painlevé, enquanto encontrar soluções para tais
casos é razoavelmente delicado. Portanto, mostra-se interessante explorar a relação entre
os conceitos de integrabilidade de Painlevé e Lie, de forma a aproveitar as vantagens de
cada uma delas; Isto é, obter as condições para integrabilidade por Painlevé, e as soluções
utilizando simetrias de Lie [5,6].

Atualmente está sendo investigado qual é a solução obtida a partir do método de
simetrias de Lie, qual sua relevância biológica e como essa solução se compara à solução
obtida pela técnica de Painlevé em [1].

Considerações Finais
Há também a possibilidade de investigar futuramente como, do ponto de vista teórico, as

duas noções de integrabilidade se interceptam e quais as hipóteses matemáticas envolvidas.
Isto é, em que sentido a integrabilidade de Painlevé é mais ou menos restritiva que a
integrabilidade em simetrias de Lie.

Destacamos que a relação entre técnicas analíticas distintas é extremamente frutífera
e construtiva, e as técnicas de matemática simbólica computacionais são extremamente
importantes em obter resultados comparativos que destacam tais relações.
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Dinámicas de interacción entre alérgenos, sistema
inmunológico y microbiota intestinal. Una mirada desde

el modelamiento matemático
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Resumen: La alergia es una respuesta indeseable, anormal y excesiva del sistema in-
munológico causada por la hipersensibilidad de este ante agentes externos llamados
antígenos, la prevalencia de estas enfermedades aumenta significativamente pudiéndose
considerar esta afección un problema de salud pública; el microbioma intestinal está
estrechamente relacionado con el sistema inmunológico coadyuvando a la producción de
células Treg que inhiben la respuesta inmune. El trabajo presenta un modelo matemático
que describe la interacción dinámica entre alérgenos, sistema inmune y microbiota intesti-
nal, que desencadena problemas alérgicos en el individuo.
Palavras-chave: Alérgeno, sistema inmunológico, microbiota intestinal, modelo matemático.

Introdução
Múltiples enfermedades humanas se deben a respuestas del sistema inmunológico

causadas por agentes que se introducen en el organismo pasando del lumen a través del
revestimiento mucoso y se alojan en el tejido bajo la mucasa, provocando la formación de
anticuerpos, agentes que reciben el nombre de antígenos, por la velocidad a la que la reac-
ción o respuesta inmune se realiza, es llamada hipersensibilidad inmediata, siendo conocida
esta por la medicina clínica “alergia” y las enfermedades asociadas “enfermedades alérgi-
cas”.

La exposición a los alérgenos genera clínicamente un amplio espectro de enfermedades
como rinitis, conjuntivitis, asma, dermatitis atópica, urticaria y sintomatología gastroin-
testinal, entre otros, la prevalencia de estas enfermedades aumenta significativamente, en
los últimos años, se estima que 400 millones de personas presentan rinitis alérgica y 300
millones tienen asma, siendo estas afecciones consideradas un problema de salud pública.
El trabajo aborda el análisis del problema de salud pública provocado por la incidencia
de las enfermedades alérgicas, usando los modelos matemáticos como metodología de
investigación, describiendo la dinámica de interacción entre los alérgenos, sistema inmune
y microbiota intestinal.
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Aproximación metodológica: modelo matemático
La secuencia típica de acontecimientos en la hipersensibilidad inmediata (alergia)

consiste en la exposición a un antígeno que al pasar el revestimiento mucoso es fagocitado
por las células presentadoras de antígenos (APC), las cuales lo procesan y presentan en
forma de péptidos a las células T-neive que se diferencian en células T auxiliares tipo 2
(TH2), en presencia de interleucina-4 (IL-4), o en las células T reguladoras (Treg) que
suprimen las respuestas alérgicas exageradas; las células TH2 luego activan las células
B al producir IL-4 y las células B activadas producen anticuerpos IgE que se unen a los
receptores en las superficies de los mastocitos y se entrecruzan a través del antígeno, luego
los mastocitos liberan moléculas como la histamina, que inducen inflamación y síntomas
alérgicos.

Para la construcción del modelo se consideran dos tipos de células T (Treg): células
T reguladoras inducidas (iTreg) y células T reguladoras naturales (nTreg), estas últimas
se producen en el timo, que es un órgano linfoide en el cual se maduran los linfocitos T,
además de esto el timo posee células epiteliales medulares tímicas (TMEC) que inducen
la creación de linfocitos Treg. No obstante, el sistema inmunológico interactúa con
varios subsistemas de un cuerpo humano, especialmente, se ha destacado una interrelación
estrecha entre la microbiota intestinal y el sistema inmunológico, estudios revelan que un
grupo de microbiomas intestinales humanos producen metabolitos los cuales regulan la
producción de Treg, es decir, inducen la creación de células T (Treg), no obstante se debe
tener en cuenta que las células TH2 inhiben el crecimiento de las bacterias de la microbiota
intestinal que inducen el desarrollo de células Treg. Esquemáticamente, el modelo de
interacción entre el alérgeno, el sistema inmunológico y la microbiota intestinal se describe
en Fig.1. El trabajo muestra al Timo como órgano linfoide en el cual se maduran los
linficitos T, el cual permite al sistema inmunológico regular la proliferación de células
TH2; además de esto muestra como las células Treg y la microbiota intestinal coadyuvan
en el proceso de contron de las respuestas alérgicas.

Figure 6.4: Dinámica de interacción; alérgeno, sistema inmunológico y microbiota intesti-
nal
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Resumo: A citricultura é um setor de destaque no agronegócio brasileiro, e junto com o
crescimento deste setor está o surgimento de doenças que afetam os citros. Neste trabalho,
apresentamos um modelo matemático que descreve a dinâmica e o controle químico de
doenças de citros. Tal modelo envolve a teoria de controle ótimo com várias variáveis e é
abordado em um cenário para a Huanglongbing, considerada a mais devastadora doença
de citros do mundo.
Palavras-chave: dinâmica populacional; controle ótimo; Huanglongbing

Introdução
O Cinturão Citrícula no Brasil é a maior região produtora de citros do mundo, todavia,

pragas e doenças que atingem esses pomares vêm comprometendo o crescimento e a
produção das árvores, dentre elas, está a Huanglongbing (HLB). Seu agente causador é
uma bactéria e seu vetor transmissor um psilídeo. Este inseto desloca-se pela vizinhança
sem qualquer direção específica. Quando o inseto não infectivo suga a seiva de uma
planta infectada para se alimentar, ele se torna infectivo e, então, é capaz de transmitir
a bactéria a uma planta sadia. Quando a planta é infectada, a bactéria se multiplica em
seu sistema vascular, afetando o fluxo de seiva. Assim, quando os primeiros sinais são
identificados toda a planta já foi infectada. Esse período entre infecção e aparecimento de
sinais, chamado de incubação, pode levar de 6 a 12 meses. Assim, podem haver plantas
infectadas no pomar que ainda não apresentam sinais [1].

Desenvolvimento
Para conter a disseminação da HLB, elaboramos um modelo de controle com o objetivo

de minimizar a quantidade de psilídeos e o custo com o controle aplicado (fungicida).
Baseado em Takahashi (2004) [5], propomos um sistema de EDOs com taxas de

transporte para descrever a dinâmica dos psilídeos em um pomar. Vinculado a esse modelo,
buscamos o controle ótimo para a disseminação da HLB utilizando a teoria de controle
ótimo com várias variáveis [2,4]. As taxas de transporte são de psilídeos de uma árvore
para outra, e representam a difusão.

As hipóteses do nosso modelo são:
- um pomar com 2000 árvores dispostas em 50 talhões com 40 árvores cada;
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- a dinâmica de crescimento de psilídeos se dá segundo a equação de Verhulst [3];
- a taxa de crescimento e a capacidade suporte são iguais em todas as árvores do pomar;
- uma árvore identificada com psilídeos será considerada infectada;
- a árvore primária (donde se inicia a infecção) está na borda do pomar;
- após a infecção da árvore primária, não há novos focos de psilídeos vindo de fora do
pomar;
- os psilídeos de uma árvore somente migrarão para outra árvore quando atingirem 50% de
sua capacidade suporte.

Considerando que a eficiência do controle é proporcional à população, temos o prob-
lema de controle ótimo:

min
u1,...,u2000

∫ t f

t0

(
c2

2000

∑
j=1

P2
j (t)+ c3

2000

∑
j=1

u2
j(t)

)
dt (6.21a)

sujeito a P′i = rPi

(
1− Pi

K

)
+

2000

∑
j=1

M jiPj− c1Piui,

Pi(t0) = Pi0,

(6.21b)

sendo Pi(t) a população de psilídeos da árvore i no instante de tempo t; rPi

(
1− Pi

K

)
a dinâmica vital do psilídeo com taxa de crescimento r e capacidade suporte K; β in

i =
2000

∑
j=1

M jiPj a quantidade de psilídeos que chega à árvore i com M ji a taxa de transporte

da árvore j para a árvore i; c1,c2,c3 > 0 constantes que equilibram a ação do controle; e
i = 1, . . . ,2000.

Considerações Finais
Na modelagem, foi considerada a aplicação de fungicida individualmente em cada

árvore do pomar de acordo com sua população de psilídeos, o que, embora não seja
comum nas práticas agrícolas, leva a um controle eficiente com custo inferior. Ao final
do período simulado, embora a doença não tenha sido erradicada, o controle retardou sua
disseminação.
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Mathematical model for the study of effectiveness in
therapy in Tuberculosis
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3
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Abstract: In this work we propose a mathematical model of Tuberculosis (TB) with drug
resistance to a first and second line of treatment and taking into account the influence of
HIV and Diabetes mellitus treatments. We find the basic reproduction number (ℜ0) for the
sub-model with TB and HIV and the sub-model with TB and Diabetes, and for the general
model and we present results that link it to local stability at the infection-free equilibrium
point. We perform computational experiments in scenarios presented in bibliographies
in order to study the behavior of the model and extend it to real scenarios. We show the
influence that HIV and Diabetes have on the resistance to the first and second line of
treatment for tuberculosis. Keywords: Diabetes, HIV, model, Tuberculosis.

Introduction
Tuberculosis (TB) is one of the top 10 causes of death worldwide and is a chronic

bacterial infectious disease caused by Mycobacterium Tuberculosis. The are six types of
multidrug-resistant TB (MDR-TB). MDR-TB and, more recently, extensively resistant TB
(XDR-TB) threater TB control, and cause alarm of future non-effective TB drugs [1]. The
TB is the second deadliest disease due to a single infectious agent only after HIV/AIDS.
Another disease that is associated with the control and efficacy of treatment is Diabetes
Mellitus. Mathematical modelling of HIV/TB co-infections have been reported by several
researchers [2]. In the last few decades, several mathematical models are proposed to better
comprehend the patterns of TB and Diabetes [3]. The objective of this work is to present a
mathematical model for to study the influence of HIV and Diabetes and its treatments on
resistance to TB treatment.

Methods
The model was designed using ordinary differential equations. The figure (6.5) shows

the flow diagram of the model. The ℜ0 was studied for submodels that relate HIV and
Diabetes to TB and general using the next-generation matrix method. A theoretical study
of the model including existence, uniqueness and postivity of the solution, among other
mathematical results, was carried out. For the computational experimentation was used
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data of bibliographies (some real and others estimated in the texts) and MATLAB-R2017a
was used for programming.

Figure 6.5: Model structure. The subindices H, D and T represent, with HIV+, with diabetes and free
of these diseases. Susceptible begin in SH , SD, ST and A (people with HIV who are using treatment) and
move to EH , ED and ET , exposed compartment, IH1, ID1, IT 1, sensitive to TB or IH2, ID2, IT 2, resistant to the
first line of treatment after having contact with a infected (TB). From IH1, ID1, IT 1 can enter the recovered
state RH , RD and RT or become resistant to the first line of treatment. From the resistant compartment to
the first line can be moved to recovered or to resistant to the second line (RH1,RD1,RT 1) depending on the
effectiveness or not of the treatment. From RH1,RD1 and RT 1 we assume that they can recover or die. From
the recovered state they return to the exposed state by having only partial immunity. In all dynamics there is
the possibility of becoming infected with HIV or of developing Diabetes.

Discussion
Among the results obtained in the computational experimentation is that, the cases

of tuberculosis with HIV have a greater chance of recovering from cases that have TB
with Diabetes. Diabetes patients who become infected with TB have a greater chance of
developing resistant TB than those who are HIV+ (with and without treatment). Patients
with HIV recover before being resistant to the first line of treatment in greater proportion
to those with diabetes. In the scenario studied, the ℜ0 for the TB/Diabetes submodel is
greater than the TB/HIV submodel, which represents that Diabetes has great influence in
the dynamics of the TB.
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Controle ótimo aplicado a um modelo de crescimento
tumoral com tratamento

Gustavo T. Naozuka 1, Regina C. Almeida2
1,2Laboratório Nacional de Computação Científica, Petrópolis-RJ, Brasil

Resumo: Câncer é o termo genérico usado para denotar enfermidades caracterizadas pelo
crescimento celular descontrolado, que invade diferentes tecidos e órgãos do corpo. Uma
modalidade típica de controle da doença é a quimioterapia. Para seu sucesso, é primordial
a escolha adequada do(s) fármaco(s) e do protocolo de administração. Neste contexto,
a modelagem matemática e computacional pode contribuir para o desenvolvimento de
estratégias que maximizem a chance de erradicação da doença. Neste trabalho, objetivamos
investigar uma metodologia de controle ótimo em um modelo de crescimento tumoral com
controle devido a um fármaco, em que a população de células tumorais é heterogênea,
composta de células sensíveis e resistentes ao fármaco. Para resolver o problema de
controle, aplicamos o método Switching-Time-Variation.
Palavras-chave: Teoria de controle, Modelagem matemática, Dinâmica de populações,
Resistência ao fármaco

Introdução

A quimioterapia pode ser administrada de forma neoadjuvante, antes de cirurgia para
remoção de tumores, ou de forma adjuvante, após a cirurgia para erradicar eventuais focos
remanescentes. Em ambos os casos, objetiva-se o controle ótimo para a população de
células tumorais, para determinar o protocolo ótimo de administração de um certo fármaco.
É neste contexto que a modelagem matemática pode contribuir, investigando protocolos
in silico que maximizem o sucesso. Especificamente neste trabalho, objetivamos estudar
um modelo matemático da dinâmica de crescimento tumoral [4], representado por um
sistema de duas equações diferenciais ordinárias que descrevem a evolução temporal de
populações de células tumorais resistentes e sensíveis ao fármaco. O termo de controle
devido à presença do fármaco atua somente sobre a população de células sensíveis. Esse
modelo é analisado sob o ponto de vista de controle ótimo, conforme descrito em [1].

Desenvolvimento

Assumimos homogeneidade espacial e que o tumor é heterogêneo, formado por células
cancerosas resistentes e sensíveis ao fármaco. A população total de células tumorais é
denotada por y(t), resultante da soma entre as populações de células sensíveis e resistentes,
denotada por x(t). A evolução no tempo t dessas populações sujeitas à quimioterapia foi
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modelada em [4] e é descrita matematicamente por:
dx
dt

= xr(1− ky)+αr(1− ky)(y− x),

dy
dt

= yr(1− ky)−u(y− x),
(6.22)

em que u(t) indica a concentração do fármaco, que atua sobre a população de células
sensíveis y− x. O significado dos parâmetros é apresentado na Tabela 6.1. Os valores
adotados nas simulações foram extraídos de [4], associados ao experimento in vitro com
células CCRF-CEM, linhagem de um tipo de leucemia. O problema de controle ótimo
associado a (6.22) foi formulado e analisado em [1].

Table 6.1: Valor dos parâmetros do modelo (6.22) e seu significado.
Parâmetro Valor Significado

r 0,023 dia−1 Taxa de crescimento da população
1
k 1012 células Tamanho máximo do tumor
α 10−5 Fração de mutação das células sensíveis em resistentes

Definindo a quantidade ótima de droga por u∗(t), com 0≤ u∗(t)≤ umax, ministrada
até o tempo t∗f , 0≤ t∗f < ∞, a estratégia ótima é tal que minimiza o funcional [1]:

J(u∗, t∗f ) = min
{

J(u, t f ) : J(u, t f ) = y(t f )+ c
∫ t f

0
u(t)dt

}
. (6.23)

O objetivo é, assim, reduzir o tamanho total do tumor ao final da terapia, y(t f ), usando
a menor dose de fármaco para minimizar a toxicidade da terapia. O parâmetro c ≥ 0
pondera a importância relativa entre esses dois efeitos. Utilizando o princípio do mínimo
de Pontryagin [3], foi demonstrado em [1] que o controle é do tipo bang-bang, significando
que u(t) varia de maneira abrupta entre dois estados, 0 e umax. Assim, tendo como base
essa análise e o Hamiltoniano dado por:

H(x,y,λ1,λ2,u) = λ1 [xr(1− ky)+αr(1− ky)(y− x)]+λ2 [yr(1− ky)−u(y− x)]+cu,
(6.24)

em que λ1 e λ2 são denominadas variáveis de coestado, resolvemos o problema de controle
ótimo através da aplicação do método Switching-Time-Variation. Detalhes acerca desse
método e sua implementação podem ser encontrados em [2].

Considerações Finais
Simulações numéricas envolvendo diversos cenários retratados em [4] foram analisadas

para investigar a resolução do problema de controle ótimo. Cenários envolvendo terapias
com múltiplas drogas e suas implicações são temas em investigação.
Agradecimentos: Os autores agradecem ao CNPq e à CAPES pelo apoio financeiro para realização desta
pesquisa.
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Análise do Diagrama de Hasse Associado ao Rotulamento
A do Mapeamento do Código Genético
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MG, Brasil
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Resumo: Estudos recentes apontam a aplicação de ferramentas matemáticas no processo
de análise de fenômenos mutacionais e o Diagrama de Hasse representa uma dessas
possibilidades, buscando caracterizar o código genético algebricamente. Por meio do
mapeamento das bases nitrogenadas adenina, citosina, guanina, timina/uracila, {A, C, G,
T/U} com o anel Z4={0, 1, 2, 3}, é possível obter 24 permutações, as quais podem ser
divididas em 3 rotulamentos (A, B e C), de acordo com as características geométricas dos
mesmos. O objetivo do presente trabalho é apresentar um procedimento para a construção
do Diagrama de Hasse para a permutação 0132, do Rotulamento A, e a caracterização bi-
ológica dessa construção, de acordo com as propriedades físico-químicas dos aminoácidos,
os quais poderão ser utilizados no processo de análise de fenômenos mutacionais.
Palavras-chave: Modelagem, Álgebra, Código Genético, Mutações.

Introdução
Para a comunidade científica, um dos maiores desafios em teorias da informação

genética, comunicação genética e codificação genética, conforme [1] é analisar a existência
de uma estrutura matemática relacionada com a estrutura do DNA. Em [3], é apresentada a
modelagem algébrica do código genético, com o objetivo de identificar as propriedades,
características e implicações do modelo. S ao apresentadas as estruturas do Diagrama de
Hasse, reticulados booleanos, estruturas de grupos, corpos, anéis e extensões de Galois.
Em [2], é apresentada uma proposta na qual utiliza-se a extensão de Galois GF(2) para
GF(26), com isso pode-se obter a representação polinomial e vetorial associadas a cada
um dos códons do código genético. Em [1] é apresentado um modelo de comunicação
biológico de importação de proteínas mitocondriais, que se baseia em um sistema de
comunicação padrão, tendo como objetivo identificar estruturas matemáticas associadas a
sequências de DNA. Por meio de uma bijeção do alfabeto biológico N = {A,C, G, T/U}
(A = Adenina, C = Citosina, G = Guanina e T=U = Timina/Uracila) e o alfabeto 4-ário
na estrutura de anel, denotado por Z4={0, 1, 2, 3}, pode-se organizar esse mapeamento
em três conjuntos, denominados rotulamentos A, B e C, contendo 8 permutações cada,
de acordo com a caracterização geométrica de cada um, que produzem um diferente
nível de não-linearidade para as sequências. Cada molécula de DNA se diferencia pela
sequência de bases nitrogenadas que elas apresentam, onde essa sequência formará o código
genético. A sequência de bases do DNA se relaciona com a sequência correspondente
de 20 aminoácidos para a formação das proteínas. Então, essa correspondência permite
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identificar o aminoácido específico de cada códon. Por meio deste trabalho, temos como
objetivo a apresentação de um procedimento para a construção do Diagrama de Hasse para
a permutação 0132, do Rotulamento A, além de uma análise biológica dessa construção, de
acordo com as características físico-químicas dos aminoácidos, de forma a poder utilizar
esses resultados em estudos de fenômenos mutacionais.

Desenvolvimento
O Diagrama de Hasse é uma forma organizada de apresentar os códons do código

genético, com o objetivo de analisar as propriedades dos aminoácidos e classificar os
códons de acordo com a sua hidropaticidade e outras características. Foi utilizada a
permutação 0132, do Rotulamento A e a associação com elementos do conjunto Z2×Z2:
A−00, C−10, G−01 e U−11, além de conceitos como complementaridade biológica e
distância de Hamming entre os códons. O Diagrama é apresentado na Figura 1, a seguir.

        UUU            

        111111            

     UGU GUU UUG UUC CUU UCU          

     111101 110111 011111 101111 111011 111110          
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  000101 001001 010001 100001 000011 100100 110000 010100 001100 011000 101000 010010 100010 000110 001010    
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     000001 000100 010000 100000 001000 000010          

        AAA            

        000000            
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    Hidrofóbicos                              Hidrofílicos 

     

    Cadeia Alifática                         Anel aromático   

                        

    Sulfidrila ou Tiol                       Hidrogênio 

     

    Hidroxila                                    Básicos 

 

    STOP 

Figure 6.6: Diagrama de Hasse do Rotulamendo A para a permutação 0132.

Considerações Finais
A correspondência entre a ordem do códon e as propriedades dos aminoácidos é

refletida no Diagrama de Hasse (Figura 1) do código genético. Pode-se observar uma
simetria na distribuição dos códons. Os códons hidrofóbicos (vermelho), aqueles que não
possuem “afinidade" com a água estão separados dos códons hidrofílicos (azul), aqueles
que possuem “afinidade" com a água. Estes mesmos códons ficaram distribuídos no centro
do diagrama. Além disso, o códon que codifica um aminoácido hidrofóbico é sempre
complementar a um códon que codifica um aminoácido hidrofílico. Na cadeias laterais
no diagrama, pode-se encontrar os aminoácidos hidrogênio, básicos, hidroxila e cadeia
alifática. Desta forma, podemos obter uma interessante caracterização algébrica associada
ao mapeamento do código genético, permitindo uma análise biológica das propriedades
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dos aminoácidos do código genético, acerca da construção do Diagrama de Hasse, para a
permutação 0132 do Rotulamento A. Este estudo visa a caracterização do código genético
e possibilidades de aplicações em análises mutacionais na continuação desta pesquisa.
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Dinâmica de Propagação da Leishmaniose Visceral
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Resumo: Apresentamos um modelo para a dinâmica de transmissão da Leishmaniose
Visceral, considerando três tipos de populações, dois hospedeiros (humanos e cachorros) e
um vetor (Leishmania Chagasi). Nosso objetivo é analisar a estabilidade dos pontos de
equilíbrio que representam a população livre da doença e em convívio com a doença. Além
disso, verificar a eficiência dos controles (vacinação e eutanásia) na população canina, para
contenção da propagação da doença.
Palavras-chave: Modelagem epidemiológica, Leishmaniose Visceral.

Introdução
As leishmanioses são doenças infecto-parasitárias que acometem o homem, causadas

por vários protozoários do gênero Leishmania. Tais protozoários possuem um ciclo de
vida digenético, vivendo alternadamente em hospedeiros vertebrados e invertebrados.

A doença pode apresentar diferentes formas clínicas, entre elas estão: a Leishmaniose
Cutânea (LC) que afeta a pele causando feridas, a Leishmaniose Muco-Cutânea (LMC)
que é considerada como uma doença mutilante podendo chegar a metástasis e lesões
incapacitantes e, por fim, a Leishmaniose Visceral(LV) que é geralmente fatal quando não
tratada.

No presente trabalho, será proposto um modelo matemático que descreve a propagação
da Leishmaniose Visceral, que tem como agente causador o Leishmania Chagasi e, que
possui coeficiente de incidência em torno de 1,98 casos/100.000 habitantes de acordo
com dados fornecidos pelo Ministério da Saúde [1]. Sendo assim, serão consideradas
as populações humano, mosquito e cachorro para a construção do modelo, visto que o
cachorro é o principal hospedeiro da doença.

Desenvolvimento
A propagação da Leishmaniose Visceral é descrita assumindo que a infecção ocorre

entre todas as populações (humano, mosquito e cachorro), conforme a Lei de Ação de
Massas. O modelo leva em consideração o tempo de incubação do vírus nos humanos
(entre 2 e 6 meses) e cachorros (entre 3 e 7 meses), entretanto, o mesmo não é considerado
para os mosquitos. Desta forma, consideramos o modelo do tipo SEIR (Suscetível-Exposto-
Infeccioso-Recuperado) para dinâmica da doença nas populações humana e canina e para
o população de mosquito o modelo do tipo SI (Suscetível-Infeccioso).

Na modelagem epidemiológica da população canina é considerado política de vaci-
nação (eficácia de 100% no período de 1 ano), tratamento (em que cães infectados em
tratamento não infectam mosquitos suscetíveis) e controle da doença (eutanásia).
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De acordo com todas as considerações, a interação entre os vertebrados e o vetor pode
ser descrita por um sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares dado por,



dSh

dt
= φh− (βhmIm +µh)Sh

dIc

dt
= σcEc− (µc +µcd +δ +ρ)Ic

dEh

dt
= βhmShIm− (σh +µh)Eh

dTc

dt
= δ Ic−µcTc

dIh

dt
= σhEh− (µh +µhd + γh)Ih

dAc

dt
= ρIc

dRh

dt
= γhIh +µhRh

dRc

dt
= αcSc− (ψ +µc)Vc

dSc

dt
= φc +ψVc− (µc +αc +βcmIm)Sc

dSm

dt
= φm− (µm +βmhIh +βmcIc)Sm

dEc

dt
= βcmImSc− (µc +σc)Ec

dIm

dt
= (βmhIh +βmcIc)Sm−µmIm

(6.25)

em que, µh, µc e µm representam as taxas de mortalidade natural das populações humana,
canina e mosquito, respectivamente, e µhd , µcd indicam as taxas de letalidade da doença
em humanos e cachorros, respectivamente. Há ainda, as taxas β que indicam a força de
infecção da doença e por fim, φ representa a dinâmica vital das populações, dada pelas
expressões abaixo,

φh = µh(Sh +Eh + Ih +Rh)
φc = µc(Vc +Sc +Ec + Ic +Tc +Ac)

φm = αm(Sm + Im)
[1− (Sm + Im)]

K
,

em que αm é a taxa de crescimento e K é a capacidade suporte dos mosquitos.
Os pontos de equilíbrio do modelo serão analisados através dos resultados apresentados

na tese [4], em que a estabilidade do ponto de equilíbrio é analisada pela positividade do
termo independente (an) do polinômio característico da matriz jacobiana. Além disso, o
número de reprodução basal da doença (R0) será calculado via metodologia exposta no
artigo [2]. Através das expressões de an e R0 iremos estimar a eficiência da eutanásia e
vacina no controle da doença.

Considerações Finais
A pesquisa está em fase de andamento. Todavia, pretendemos explicitar todos os

pontos de equilíbrio do modelo e realizar análise qualitativa dos pontos que representam a
população livre da doença e população em convívio com a doença. Além disso, encontrar
o número de reprodução basal da doença e relacioná-lo com a estabilidade desses pontos
de equilíbrio.

Pretendemos com essa pesquisa obter respostas que ajudem no controle da doença, tais
como: Qual é a influência da eutanásia para o controle da Leishmaniose Visceral? Políticas
de vacinação são suficientes para garantir o controle desta doença?
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Caracterização da Estrutura Tridimensional de Proteínas
Utilizando Geometria de Distâncias
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Resumo: Apresentando-se como uma nova face da geometria, desde sua criação até os
dias atuais, a teoria de Geometria de Distâncias mostrou-se muito atrativa na modelagem de
vários problemas inversos. Propomo-nos trabalhar com o problema inverso da conformação
tridimensional de proteínas considerando um conjunto de restrições de distâncias entre
seus átomos, um problema fundamental da área de geometria computacional para a
determinação de estruturas biomoleculares. Este é um problema NP-difícil, conhecido na
literatura como Problema de Geometria de Distâncias Moleculares (PGDM). Para que essa
modelagem tenha um grande suporte na realidade, consideraremos que as distâncias que
definem o PGDM sejam provenientes de experimentos de Ressonância Magnética Nuclear
(RMN). Uma modelagem do PDGM utilizando Teoria de Grafos ressalta uma abordagem
combinatória que será de nosso interesse. Empregando uma ordem de exploração nos
vértices do grafo associada à informações da RMN, propomos um algoritmo robusto capaz
de caracterizar a posição espacial dos átomos referentes a cadeia principal, denominada
backbone, de proteínas. Como resultado deste trabalho definimos um roteiro computacional
para o processamento de dados de RMN.

Palavras-chave: Estrutura Molecular Tridimensional, Geometria de Distâncias, Problema
de Geometria de Distâncias Moleculares, Ressonância Magnética Nuclear.

Introdução
De uma maneira simplificada, proteínas são cadeias de resíduos de aminoácidos. Em

geral, existem 20 aminoácidos distintos que podem compor uma proteína, que diferenciam-
se em sua cadeia lateral quanto à estrutura, tamanho, carga elétrica e hidrofobicidade [1].
Descrevemos a cadeia principal de uma proteína formada por p aminoácidos, denomi-
nada backbone, por uma sequência {Ni, H i, Ci

α , H i
α , Ci, Oi}, onde os pares de átomos

{(N1,H1′), (Ni,Ci
α), (C

i
α ,C

i), (Ni,H i), (Ci
α ,H

i
α), (C

i,Oi), (Ci,Ni+1)} são conectados.
A união das restrições de distâncias oriundas de resultados de química das proteí-

nas, que garantem-nos que distâncias entre átomos separados por uma ou duas ligações
covalentes são conhecidas, e dos experimentos de RMN, que fornecem distâncias entre
átomos de hidrogênio próximos (< 5Å), é suficiente para definir o problema Problema de
Geometria de Distâncias Moleculares (PGDM), que é o problema inverso de como obter a
posição espacial dos átomos de uma proteína dado algumas restrições de distâncias entre
alguns átomos desta molécula.

A representação de uma molécula de proteína como um conjunto de símbolos atômicos
ligados por segmentos se da de forma natural. Na direção da naturalidade desta repre-
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2clavor@ime.unicamp.br



81

sentação associaremos um grafo G = (V,E,d) a essa proteína. Este grafo, como uma
abstração matemática, será utilizado para representar os dados desta molécula: O conjunto
de vértices V caracterizará os átomos, o conjunto das arestas E representa a coleção de
pares de átomos para os quais conhece-se a distância entre eles, e a função d : E→ [0,∞)
descreve estas distâncias, pesos das arestas.

Resolver o PGDM é obter uma imersão do grafo associado no espaço 3D, ou seja,
encontrar uma função que associa cada elemento de V a um ponto no R3 de forma que
as distâncias euclidianas entre os átomos correspondam com os valores de restrições
de distâncias conhecidos a priori. O PGDM é uma subclasse do problema mais geral
Problema de Geometria de Distâncias (PGD), que em R3 é definido como [2]:
Definição: Seja G = (V,E,d). O PGD em R3 consiste em encontrar uma função x :
V → R3, chamada realização, tal que ∀(u,v) ∈ E, ‖xu− xv‖2 = du,v, onde du,v = d(u,v)
e xu = x(u) e xv = x(v).

Não obstante, observando as características da estrutura das proteínas, pode-se descr-
ever uma ordem total v1, . . . , vn, com n = |V |, nos vértices de V , tal que:

1. Existe uma realização para v1, v2 e v3;
Para todo i = 4, . . . , n:

2. O conjunto {vi−3, vi−2, vi−1, vi} é uma clique;
3. di−3,i−1 < di−3,i−2 +di−2,i−1.
Se os vértices do grafo do PGD possuem uma ordem v1, . . . , vn que satisfaz as três

condições apresentadas acima, então temos o Problema Discretizável de Geometria de
Distâncias Moleculares (PDGDM). Uma ordem PDGDM garante-nos que as seguintes
informações são conhecidas:
• d1,2, d2,3, . . . , dn−1,n, i.e., distâncias associadas a vértices consecutivos;
• θ1,3, θ2,4, . . . , θn−2,n, i.e., ângulos entre (0,π) definido por três vértices consecu-

tivos;
• ω1,4, ω2,5, . . . , ωn−3,n, i.e., ângulos diedrais entre (−π,π) definidos por 4 vértices

consecutivos.
Se seguimos a ordem hand-crafted (hc), que para uma proteína com p aminoácidos é

descrita por [3]:

hc =
{

N1, H1′, H1, C1
α , N1, H1

α , C1, C1
α , . . . ,

H i, Ci
α , Oi−1, Ni, H i, Ci

α , Ni, H i
α , Ci, Ci

α , . . . ,

H p, Cp
α , Op−1, N p, H p, Cp

α , N p, H p
α , Cp′

}
.

que é uma ordem PDGDM com repetição nos vértices de V , conseguimos definir em cada
passo da ordem, considerando que o problema do passo anterior já foi resolvido, o sistema
não linear na variável xi,

‖xi−3− xi‖ = di−3,i
‖xi−2− xi‖ = di−2,i
‖xi−1− xi‖ = di−1,i

cuja solução resulta em duas possibilidades para a posição espacial do vértice vi. As
restrições de distância entre átomos de hidrogênio, fornecidas pelo experimento de RMN,
podem ser utilizadas em alguns casos para excluir uma dessas possibilidades. Assim, com
esse processo encontramos uma solução do PDGM.
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Conclusões
Como resultado deste trabalho desenvolvemos um roteiro computacional para o pro-

cessamento de dados de RMN na identificação de estruturas 3D de moléculas de proteínas.
Este roteiro consiste em uma sequência de algoritmos que transpassaram por uma etapa
teórica, proposição de teoremas matemáticos em Geometria de Distâncias que garantiram
o suporte conceitual na modelagem dos algoritmos.
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Modelagem matemática da perda de antígeno na
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Resumo: A imunoterapia com células CAR T (chimeric antigen receptor T-cells) tem se
mostrado promissora no tratamento de diversos cânceres do sistema hematopoiético, tendo
propiciado remissão completa em grande parte dos pacientes. Entretanto, a durabilidade
da resposta pode ser comprometida pela perda ou redução da expressão do antígeno
pelo câncer. Neste trabalho, investigamos a dinâmica das células tumorais sujeitas à
imunoterapia com células CAR T, assumindo que as células tumorais são heterogêneas
em relação à densidade de antígeno. Este atributo é modelado por uma variável contínua
que modula as dinâmicas de proliferação celular, morte natural e eliminação pela terapia.
A partir de cenários hipotéticos, o modelo desenvolvido permite representar diversas
respostas de estudos clínicos apresentados na literatura.
Palavras-chave: Resistência à terapia, regulação da densidade de antígeno

Introdução
A imunoterapia com células CAR T (chimeric antigen receptor T-cells) é um tratamento

recente de combate ao câncer, no qual linfócitos T são retirados do paciente, manipulados
geneticamente para reconhecer o antígeno específico expresso pelas células tumorais do
paciente e expandidos em cultura. Quando reinjetados no paciente, estão aptos para recon-
hecer o antígeno expresso pelas células cancerosas e eliminá-las [1]. Apesar do sucesso
desta terapia adotiva em diversos testes clínicos, a durabilidade da remissão tem sido
alvo de pesquisas recentes [2]. Estudos têm mostrado que a pressão imune decorrente da
imunoterapia com células CAR T induz alterações na expressão dos antígenos pelo câncer,
tal como a perda do antígeno ou redução de sua expressão. Eventualmente, a expressão do
antígeno pode atingir um nível abaixo do necessário para o reconhecimento das células
cancerosas pelas CAR T. Neste trabalho, desenvolvemos um modelo de crescimento de
células tumorais espacialmente homogêneo para investigar a resistência à imunoterapia
com células CAR T.

Desenvolvimento
Neste estudo, assumimos que as células tumorais apresentam diferentes resistências à

imunoterapia com células CAR T devido à heterogeneidade da expressão do antígeno alvo.
Embora a expansão, diferenciação e morte das células CAR T sejam afetadas pela dinâmica
tumoral, consideramos que a imunoterapia é administrada e decai de forma independente,
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caracterizando o efeito de curto prazo dos linfócitos T ativados. Essa heterogeneidade
das células tumorais foi um atributo modulado pela variável contínua x ∈ [0,1], tendo
como base o paradigma desenvolvido em [4] para a resistência à quimioterapia em tumores
sólidos. Para explicitar a dependência das células tumorais com relação a x e ao tempo
t, estas foram denotadas por T (x, t). Quando x = 0, as células tumorais são reconhecidas
pelas CAR T. O aumento gradativo de x indica a redução da densidade de antígeno até o
limite x = 1, no qual as células CAR T não são capazes de reconhecer as células cancerosas.
Deste modo, a população total de células tumorais em cada tempo t é T (t) =

∫ 1
0 T (x, t)dx.

Para modelar o impacto da herogeneidade da expressão do antígeno reconhecido pela
CAR T sobre a população de células tumorais, propomos a seguinte equação diferencial
ordinária:

dT (x, t)
dt

= r(x)T (x, t)−k(T )d(x)T (x, t)− γ(x)T (x, t)C com C =CT exp(−αt) ,

(6.26)

sendo CT a dose de células CAR T administrada na imunoterapia. Neste modelo, assum-
imos que as características celulares podem ser afetadas pela expressão do antígeno, de
modo que as taxas de proliferação r, mortalidade d e eliminação pela imunoterapia γ

são funções de x. Além disso, incluímos a competição por recursos, indicada pelo termo
k(T ). Note que para r e d independentes de x e k(T ) = T , o crescimento tumoral tem
comportamento logístico na ausência da terapia. Finalmente, o parâmetro α regula a
persistência das células efetoras no microambiente tumoral.

Considerações Finais
O modelo proposto foi resolvido numericamente utilizando os métodos de colocação

e de Runge-Kutta de quarta ordem [4]. Para compreender as interrelações entre os di-
versos mecanismos introduzidos no modelo, foram simulados cenários hipotéticos, com
alguns refletindo resultados observados em testes clínicos. Esperamos que em trabalhos
futuros, o modelo proposto possa contribuir para o desenvolvimento de ferramentas que
proporcionem uma maior compreensão dos mecanismos de resistência à imunoterapia com
células CAR T.
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Resumo: A transmissão do HIV por vias sexuais entre homens que fazem sexo com
homens é maior do que em heterossexuais, segundo estatísticas recolhidas pela UNAIDS
entre 0,4% e 0,7% da população geral está vivendo com HIV; entre homens gays e outros
homens que fazem sexo com homens, essa proporção cresce para 10,5%. Neste sentido,
um modelo matemático epidemiológico de Equações Diferenciais Ordinárias não lineares
é feito para modelar a epidemia de HIV/AIDS, considerando as diferentes formas de trans-
missão sexual em homens e mulheres sob tratamento com terapia antirretroviral. A análise
matemática de pontos de equilíbrio, estabilidade, sensibilidade e simulações numéricas
permitem concluir que a população de homossexuais é influente no processo de espalhar o
vírus pela população total.

Palavras-chave: Modelos Epidemiológicos, Epidemia de HIV/AIDS, Força de Infecção,
Terapia Antirretroviral

Introdução
Neste trabalho, é considerada a transmissão sexual a qual é a principal forma de

transmissão do vírus do HIV, esse contágio tem diferentes formas de acontecer, por ex-
emplo: (HSH) homens que praticam sexo com homens, principalmente em população
homossexual, (HSM) homens que praticam sexo com mulheres, em população heteros-
sexual, (HHSM) homens homossexuais que praticam sexo com mulheres, motivados
principalmente por aspectos sociais, neste encontro é considerado homem homossexual
infectado e mulher suscetível e (HHSH) homens heterossexuais, principalmente jovens,
que experimentam sexo com homens homossexuais, ao menos uma primeira e única vez,
o qual pode ser motivo de contágio, neste encontro é considerado homem heterossexual
suscetível e homem homossexual infectado. Não é considerada transmissão entre mulheres
homossexuais. Quando uma pessoa recebe tratamento desconsiderada-se sua orientação
sexual, os tratados não contagiam pois o objetivo do tratamento é manter níveis virais
indetectáveis. As pessoas que desenvolvem AIDS são consideradas sexualmente inativas,
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principalmente por causa da doença ou porque são conscientes de seu estado e utilizam
estrategias de prevenção, assim as pessoas tratadas ou pessoas com AIDS não fazem parte
da cadeia de contágio.

Modelo Matemático
A população total N(t) é dividida em 8 classes; Sh(t) homem homossexual suscetível,

Ih(t) homem homossexual infectado não tratado, Sw(t) mulher suscetível, Iw(t) mulher
infectada não tratada, Sm(t) homem heterossexual suscetível, Im(t) homem heterossexual
infectado não tratado, T (t) pessoas tratadas e A(t) Pessoas que vivem com AIDS. Os sub-
índices s,h,hw,hm significam contato heterossexual, homossexual, contato entre homens
homossexuais e mulheres e contato esporádico entre homens homossexuais e heterossex-
uais respectivamente. Os parâmetros são; Ψ denota recrutamento constante (ind/y), θ

proporção de homens, γ proporção de homens heterossexuais, p proporção de infectados
tratados, µ taxa de mortalidade natural (y−1), d taxa de mortalidade induzida (y−1), δ

taxa para desenvolver AIDS em pessoas tratadas (y−1), α taxa para desenvolver AIDS em
pessoas infectadas (y−1), nos quatro tipos de transmissão βs,h,hw,hm denota probabilidade
de transmissão por contato sexual, e cs,h,hw,hm taxa de parceiros sexuais (y−1).

O sistema de Equações Diferencias Ordinárias não lineares que modela a dinâmica é

dSh

dt
= Ψθ(1− γ)− chβh

Ih

Sh + Ih
Sh−µSh

dIh

dt
= chβh

Ih

Sh + Ih
Sh− (α +µ)Ih

dSw

dt
= Ψ(1−θ)− csβs

Im

Sm + Im
Sw− chwβhw

Ih

Sm +Sh + Im + Ih
Sw−µSw

dIw

dt
= csβs

Im

Sm + Im
Sw + chwβhw

Ih

Sm +Sh + Im + Ih
Sw− (α +µ)Iw

dSm

dt
= Ψθγ− csβs

Iw

Sw + Iw
Sm− chmβhm

Ih

Sm +Sh + Im + Ih
Sm−µSm

dIm

dt
= csβs

Iw

Sw + Iw
Sm + chmβhm

Ih

Sm +Sh + Im + Ih
Sm− (α +µ)Im

dT
dt

= α p(Ih + Iw + Im)− (δ +µ)T

dA
dt

= α(1− p)(Ih + Iw + Im)+δT − (d +µ)A

(6.27)
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Análise de Controle Ótimo de um Modelo Matemático de
Crescimento Tumoral com Quimioterapia e Dieta
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Resumo: Neste trabalho, propomos um modelo matemático de dinâmica tumoral com a
interação das populações de células tumorais, imunológicas e normais, a ação do tratamento
quimioterápico e da dieta cetogênica. Além disso, usamos o controle ótimo quadrático para
minimizar o tamanho do tumor, a quantidade de quimioterápicos e os possíveis impactos
da dieta.
Palavras-chave: Biomatemática, Câncer, Modelagem Matemática, Controle Ótimo.

Introdução

O nosso corpo é composto de muitos tipos de células que se reproduzem a todo o
momento de maneira controlada. No entanto, às vezes, nesse processo o nosso material
genético (DNA) pode sofrer alterações, causando o crescimento desordenado das célu-
las levando a formação dos chamados tumores, o que caracteriza a classe de doenças
conhecidas como câncer.

Os tratamentos de câncer são tão diversos quanto seus tipos, cirurgia, quimioterapia,
radioterapia, imunoterapia e dieta cetogênica, entre outros tratamentos, são usados para
mitigar o crescimento do tumor e matar as células tumorais no corpo. No entanto, cada um
desses tratamentos possuem diferentes efeitos colaterais.

Desenvolvimento

Neste trabalho, estudaremos um modelo matemático de crescimento tumoral com um
tratamento de quimioterapia e dieta cetogênica, que consiste em diminuir consideravel-
mente a quantidade de carboidratos ingeridos, aumentando a quantidade de gorduras e
proteínas. Analisaremos o comportamento dinâmico de três populações, como em [2],
células tumorais T (t), células do sistema imunológico I(t) e células normais N(t) na
presença do tratamento e da dieta, que atua no controle do tumor, pois as células tumorais
não conseguem entrar em citose, ou seja, usar ácidos graxos no lugar da glicose como fonte
de energia. Além disso, analisaremos também a administração do agente quimioterápico
D(t), e a influência da dieta nas células tumorais, representada pelos termos d1 e d2 como
foi proposto em [1]. O modelo é descrito pelo seguinte sistema de equações diferenciais
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ordinárias:

dT
dt

= r1T (d1− p1T )−α1T I−α2T N−d2T −q1(1− e−D)T,

dI
dt

= s+
ρT 2I

h+T 2 −α3T I−µI−q2(1− e−D)I,

dN
dt

= r2N (1− p2N)−α4T N−q3(1− e−D)N, (6.28)

dD
dt

= u(t)− γD,

com condições iniciais,

T (0)≥ 0,N(0)> 0, I(0)> 0,D(0)≥ 0, (6.29)

e parâmetros todos não-negativos.
Primeiramente, analisamos a existência e estabilidade do modelo nos pontos de equi-

líbrio livre de tumor e de coexistência, para obter condições sobre os parâmetros para a
estabilidade. A seguir usamos o controle ótimo quadrático para minimizar o número de
células tumorais, a administração dos quimioterápicos e os possíveis impactos relacionados
a dieta cetogênica. Para isso, usamos o Princípio do Máximo de Pontryagin para encon-
trarmos um sistema que otimiza o problema. A partir desse sistema procuramos soluções
numéricas para obtermos resultados sobre o comportamento dinâmico das populações de
células envolvidas.

Agradecimentos
O presente trabalho foi realizado com o apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento de

Pessoal de Nível Superior - Brasil(CAPES)-Código de Financiamento 001.

Referências
[1]OKE, I.S.; MATADI, B.M.; XULU, S.S. Optimal Control Analysis of a Mathematical
Model for Breast Cancer. Mathematical and Computational Applications, v.23 n.2,
2018;

[2] PILLIS, L.G.;RADUNSKAYA, A. Mixed Immunotherapy and Chemotherapy of Tu-
mors: Modeling, Applications and Biological Interpretations. Journal of Theoretical
Biology, v.238, n.4, p. 841-862, 2005;



91

Dinâmica viral fuzzy interativa para indivíduos
soropositivos sob ART

Beatriz Laiate 1, Francielle Santo Pedro 2, Laécio Carvalho de Barros3
1,3Departamento Multidisciplinar, Universidade Federal de São Paulo, Osasco, Brasil
2Departamento de Matemática Aplicada, Universidade Estadual de Campinas, Campinas,
Brasil

Resumo: Neste trabalho avaliamos o efeito de um antirretroviral na concentração viral na
corrente sanguínea. Ao supor que a concentração de HIV representa um processo auto-
correlacionado, a saber, linearmente correlacionado, representamos a dinâmica proposta
em [2] ao substituir a derivada clássica pela derivada fuzzy interativa por meio da qual a
dinâmica viral passa a ser descrita por uma equação diferencial fuzzy.
Palavras-chave: HIV, ARV, equação diferencial fuzzy, derivada fuzzy.

Introdução
Dados obtidos durante o tratamento em indivíduos soropositivos com potentes antir-

retrovirais apontaram uma queda exponencial na concentração viral após um curto período
de tempo [2]. Considerando que o tratamento é iniciado no instante t = 0, o seguinte
modelo foi introduzido:

dV
dt

(t) =−cV (t)+P, V0 ∈ R, (6.30)

onde P é a produção diária viral pelas células infectadas, c é a taxa de eliminação das
partículas virais pelo organismo e V =V (t) é a concentração viral na corrente sanguínea no
instante t. Se considerarmos que o medicamento bloqueia completamente a produção viral,
ou seja, causa P = 0, então o modelo prediz que V declina exponencialmente. Não há, no
entanto, evidências clínicas da eficiência total dos antirretrovirais. Assim, consideramos
neste trabalho que P > 0 mesmo após o início do tratamento. A seguir apresentamos
alguns conceitos fundamentais para a compreensão deste trabalho.

Um subconjunto fuzzy A de Rn é caracterizado por uma função de pertinência µA :
Rn→ [0,1], sendo que µA(t) representa o grau de pertinência de t no conjunto A. Um
número fuzzy A é um conjunto fuzzy sobre R normal, fuzzy convexo e cuja função de
pertinência é contínua com suporte limitado. O conjunto dos números fuzzy é denotado
por RF .

Dois números fuzzy A e B são ditos linearmente correlacionados se existem q,r ∈R tais
que seus α-níveis satisfaçam [B]

α
= q[A]

α
+r para todo α ∈ [0,1]. Neste caso, escrevemos

B = qA+ r.
Um processo fuzzy linearmente autocorrelacionado localmente é uma função F :

[a,b]→ RF tal que para cada h com valor absoluto suficientemente pequeno, F(t +h) =

1beatrizlaiate@gmail.com
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q(h)F(t)+ r(h), para todo t ∈ [a,b],q(h),r(h) ∈ R. Neste caso, escrevemos que os α-
níveis de F são tais que [F(t +h)]

α
= q(h)[F(t)]

α
+ r(h).

Dinâmica viral via derivada fuzzy interativa
Análises de modelos que consideram a população de células CD4+ concluem que

a carga viral ao iniciar o tratamento está relacionada a parâmetros como as taxas de
eliminação do vírus e das células infectadas e ao número de partículas virais produzidas
por cada células T infectada [2]. Neste contexto, consideramos que a carga viral inicial é
bem representada quando V0 é um número fuzzy.

O Problema de Valor inicial (6.30) escrito via derivada interativa é dado por

V ′(t) =−cV (t)+P, V0 ∈ RF , (6.31)

onde P,c > 0 são constantes. De acordo com [1], se V ∈ RF é um processo linearmente
autocorrelacionado onde V (t) = [v−α (t),v

+
α (t)], então a solução da Equação (6.31) é dada,

em níveis, por

[V (t)]
α

{
[kα

1 ect + kα
2 e−ct + P

c ,−kα
1 ect + kα

2 e−ct + P
c ], se q≥ 1,

[(v−α (0)− P
c )e
−ct + P

c ,(v
+
α (0)− P

c )e
−ct + P

c ], se 0 < q < 1,
(6.32)

representada na Figura 1.

Figure 6.7: Solução da Equação (6.31) para V0 = [420;500;580] e V0 = [94;134;174],
P = 140 vírus/dia.ml (∗103) e c = 0.333/dia.

Considerações Finais
Neste trabalho apresentamos a solução de uma EDF de uma dinâmica viral em indiví-

duos sob ART. Para este modelo, o decaimento da população viral está relacionado à razão
P
c , que define o valor limite para os valores dos alfa-níveis da condição incial fuzzy V0 da
EDF. Ao tratar V =V (t) como um processo fuzzy linearmente correlacionado, avaliamos
os casos contrativo e expansivo da variação da concentração viral, cujas soluções definem
como a incerteza varia ao longo do tempo.

1Campus Ministro Reis Velloso, Universidade Federal do Piauí, Parnaíba-PI
2Instituto de Matemática, Estatística e Computação Científica, Universidade Estadual de
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Resumo: As variáveis climáticas influenciam processos biológicos e impactam na prolif-
eração de mosquitos. Nessa proposta, foi construída uma matriz de projeção populacional
para o Aedes aegypti, estruturada por idade e estágio, com influência de temperatura e
precipitação. Objetiva-se avaliar o modelo em diferentes cenários climáticos e discutir os
resultados referentes ao impacto biológico e à estabilidade numérica, a partir do cálculo do
net reproductive number.
Palavras-chave: Projeção populacional, Aedes aegypti, clima, net reproductive number.

Introdução
Nessa proposta, investiga-se a abundância do vetor Aedes aegypti por meio da con-

strução de um sistema composto por uma matriz de projeção populacional estruturada por
idade e estágio. A estrutura do modelo permite considerar diferentes idades para cada
estágio, que engloba ovo quiescente, ovo não quiescente, bem como estágio de desenvolvi-
mento (larva e pupa) e da fêmea adulta. Por meio do modelo, avalia-se a influência da
temperatura e da precipitação sobre a estabilidade da solução trivial.

Desenvolvimento
Dado o sistema Mt+1 = Pt Mt , a população de Aedes aegypti foi organizada de forma

que cada coordenada do vetor de mosquito Mi(t) representa o número de indivíduos no
estágio atual sob a mesma classe de idade.

Em sistemas dinâmicos de grande porte, a análise do maior autovalor (λ ) pode ser
dificultada. Com efeito, pode-se recorrer à decomposição da matriz de projeção Pt = Tt +Ft
nas matrizes de transição Tt e de fertilidade Ft . Um autovalor plausível, que também
carrega informações biológicas e de estabilidade do equilíbrio trivial, está associado a
(I− T )−1F y = ny, visto que n é o maior autovalor e, se positivo, é denominado net
reproductive number.

Biologicamente, n mede o número esperado de filhos por cada indivíduo durante sua
vida [1]. Numericamente, conclui-se que o equilíbro trivial é assintoticamente estável se
n < 1, ou instável para n > 1. Além disso, n é um limitante para λ , de forma que n≤ λ ≤ 1
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ou 1≤ λ ≤ n. A fim de conjecturar afirmações sobre a dinâmica populacional ao longo do
tempo, tem-se em n um indicador das densidades populacionais, em que limt→∞ Mi(t) = 0
ou limt→∞ Mi(t) = +∞, respectivamente, para todo i = 1,2, ...,m.

Quando ambos n e λ são conhecidos, pode-se calcular o tempo médio de uma geração,
por meio da razão γ = lnn/ lnλ , em que λ representa a taxa de crescimento da população
total [1].

A dependência do modelo para com o dia t, justifica-se pelas características ambientais,
visto que para a construção do modelo considera-se temperatura média diária bem como a
precipitação diária do município, que são flutuantes.

De fato, as matrizes de transição e fertilidade foram construídas baseadas em infor-
mações e na modelagem de dados reportados por experimentos biológicos, referentes ao
desenvolvimento do Aedes aegypti, em função da temperatura e a precipitação diária.

Assume-se que a temperatura e a precipitação permanecem constantes no decorrer dos
dias. Essa hipótese implica que P = T +F é invariante com relação ao tempo. Assim,
pode-se analisar o comportamento da população sob diferentes cenários (ver tabela 6.2) e
a influência do clima sobre n, obtido numericamente através da fórmula

n =
1

det(I−T )

m

∑
k=1

f1kc1k . (6.33)

Varia-se apenas a coluna pois o modelo tem apenas uma classe de recém-nascidos. A
entrada f1k está na k-ésima coluna e primeira linha da matriz de fertilidade. Enquanto que
c1k é o cofator da 1k-ésima entrada de (I−T ). Para as simulações considera-se a mesma
condição inicial em uma cidade. Com precipitações diárias acima de 1mm os valores de n e
λ se mantém os mesmos obtidos para 1mm. Construiu-se uma dependência do modelo para
com a precipitação até um limiar. Limita-se a fim de compensar eventualidades no meio
ambiente como a disputa por espaço, alimento e alagamentos nos locais de reprodução.
Em municípios com perfil de chuvas anuais e episódios diários diversificados, atribui-se
parâmetros de maior ou menor dependência da precipitação.

Table 6.2: Net reproductive number para cenários de Temperatura (θ em oC) e Precipitação (qp em mm).
θ 15 16 21 21 21 21 22 22 28 33 33 33 34
qp 1,0 1,0 1,0 0,9 0,2 0,1 1,0 0,9 1,0 1,0 0,9 0,1 1.0
n 0,626 1,091 2,864 0,615 0,364 0,141 3,219 0,620 4,999 1,368 0,154 0,015 0,626
λ 0,990 1,002 1,040 0,983 0,967 0,944 1,046 0,982 1,071 1,012 0,935 - 0,983
γ 49,60 43,73 27,16 28,01 30,47 33,82 25,88 27,08 23,43 26,05 27,83 - 27,11

Considerações Finais
De acordo com a tabela, evidencia-se o impacto do clima sobre o net reproductive num-

ber e consequentemente a tendência crescente ou decrescente da densidade populacional.
Quando há precipitação considerável diariamente, ainda que acompanhada de uma

temperatura não propícia ao desenvolvimento do A. aegypti (16, 21 e 22oC na tabela 6.2),
pode-se obter n > 1 e a população cresce. Contudo, temperaturas frias combinadas com
uma precipitação considerada desprezível resulta em n < 1 e a população decresce.

O mesmo acontece para temperaturas quentes, consideradas desfavoráveis ao desen-
volvimento. Apesar da temperatura crítica de 33oC, quando há chuva suficiente para o
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desenvolvimento, n > 1 e a população cresce. Contudo, chuva desfavorável produz n < 1
e faz a população decrescer.

Entretanto, para temperaturas superiores a 33oC ou inferiores a 16oC, a biologia da
população é prejudicada, independente se houver um nível considerável de precipitação
diária, logo n≤ λ < 1 e a população decresce.

Conforme os resultados da tabela, observa-se que o tempo médio de uma geração
diminui para temperaturas próximas de 28oC com episódios de chuva consideráveis.
Temperaturas mais frias, por sua vez, fazem com que a população necessite de mais tempo
para o seu desenvolvimento.
O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento de
Pessoal de Nível Superior - Brasil (CAPES) - Código de Financiamento 001, assim como
das agências CNPq (Brasil) e NSERC (Canadá).
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Resumo: A Lei de Ação de Massas é frequentemente apresentada como uma “lei pétrea",
que não exige uma explicação ou justificativa “a priori". O fato é que sendo um modelo
proposto, é importante que, pelo menos, alguma consideração sobre sua plausibilidade e
as condições que levam a isto sejam analisadas. Apresentaremos uma derivação da Lei
de Ação de Massas segundo o trabalho de Smoluchowski [2] e, com o auxílio da Análise
Dimensional, estabelecer hipóteses claras e bem-definidas para o modelo.
Palavras-chave: Lei de Ação de Massas, Análise Dimensional, Smoluchowski.

Introdução
A grande maioria de trabalhos em Dinâmica de Populações faz uso apenas de mod-

elos de interações que são proporcionais à taxa de encontros (Lei de Ação de Massas).
Entretanto, para indivíduos biológicos mais complexos do que moléculas, interações não
são dependentes apenas de encontros. Em geral, seus comportamentos variados, tal como
o aprendizado, leva naturalmente à necessidade de abordar processos que vão além de
simples encontros.

A Lei de Ação de Massas é frequentemente apresentada como uma “lei pétrea", que
não exige uma explicação ou justificativa “a priori". O fato é que sendo um modelo
proposto, é importante que, pelo menos, alguma consideração sobre sua plausibilidade e
as condições que levam a isto sejam analisadas. Desse modo, se faz necessário estabelecer
sob quais hipóteses/condições é adequado admitir a Lei de Ação de Massas.

No começo do século XX, um físico polonês chamado Marian Ritter von Smolan
Smoluchowski (1872-1917), obteve o Modelo de Ação de Massas estudando o processo
de agregação de partículas suspensas em um líquido ou gás. Em particular, ele estava
interessado na probabilidade de colisão entre duas partículas que se movimentam segundo
um movimento aleatório, gerando um processo de difusão [2].

As causas do movimento aleatório variam de acordo com o fenômeno estudado, por
exemplo: em físico-química de reações moleculares, a causa é atribuída a agitação térmica
das moléculas. Já na biologia, o movimento é, normalmente, resultado de um processo de
busca intensiva que os organismos realizam quando não dispõem de informações sobre seu
objeto de interesse. O processo de difusão macroscópico resultante, se caracteriza por ser
um processo homogêneo em relação a distribuição populacional, independentemente de
sua origem.

1carpegiani@ufpi.edu.br
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Apresentaremos uma derivação da Lei de Ação de Massas segundo o trabalho de
Smoluchowski [2] e, com o auxílio da Análise Dimensional, estabelecer hipóteses claras e
bem-definidas para o modelo [1].

Desenvolvimento
Smoluchowski admitiu que o volume dos indivíduos de uma mesma população seja

suficientemente pequeno para que não ocorram interações à distância, de atração, repulsão
ou percepção, que interfiram no movimento aleatório de dois indivíduos próximos. Supõe-
se, portanto, que os movimentos destes indivíduos sejam independentes, isto é, sem
influências mútuas. Uma maneira de contornar esta questão é supor que cada indivíduo
seja considerado como envolto por um “auréola”, que passa assim a ser a sua dimensão
efetiva; quando estas auréolas se sobrepõem, consideramos então que uma colisão ocorrerá
de fato (Figura 6.8).

Figure 6.8: Interação efetiva

Inicialmente, consideremos uma população de indivíduos de dimensão r, homogenea-
mente distribuídos segundo uma densidade constante ρ e, microscopicamente, executando
movimentos completamente aleatórios e mutuamente independentes, segundo um mesmo
coeficiente de difusão D.

A hipótese física fundamental é: “Para um cenário semelhante, a taxa de encontros
dependerá somente dos valores da densidade da população ρ , do raio de interação r e da
intensidade do processo de difusão D".

Ao analisarmos a taxa de encontros C entre os indivíduos de uma mesma população,
utilizando a Análise Dimensional, concluimos que C é diretamente proporcional ao produto
de D e ρ2.

Agora, consideremos duas populações A e B, de indivíduos perfeitamente misturados
entre si, que se movimentam igualmente na escala microscópica de forma aleatória e com
coeficiente de difusão D. Neste caso, a taxa de encontros entre indivíduos das populações
A e B é diretamente proporcional ao produtos das densidades ρA e ρB das populações e o
coeficiente de difusão D.

Considerações Finais
O raciocínio continua válido mesmo quando as duas populações A e B possuem

coeficientes de difusão diferentes D1 e D2, respectivamente, pois o movimento relativo de
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uma população em relação a outra, gera um coeficiente de difusão efetivo D∗ (que depende
de D1 e D2).

Portanto, a taxa de colisões entre duas populações uniformemente distribuídas em
uma região, submetidas a um movimento aleatório microscópico de mesma intensidade é
diretamente proporcional ao produto das suas respectivas concentrações e coeficiente de
difusão D.
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Resumo: O termo homeostase se refere à capacidade de um organismo manter um estado
de equilíbrio por mecanismos passivos ou ativos frente a variações do ambiente externo
[4]. Em geral, variáveis que devem ser mantidas em uma faixa estreita de valores para a
sobrevivência do organismo são encontradas em sistemas homeostáticos. Um exemplo seria
a concentração intracelular de cobre, o qual é essencial para vários processos fisiológicos,
incluindo neurotransmissão e ação enzimática. No entanto, sua concentração deve ser
mantida dentro de uma faixa específica de valores, pois o excesso de cobre celular está
associado a estresse oxidativo e dano celular [3], [2]. Neste trabalho, apresentamos uma
modelagem matemática do metabolismo de cobre intracelular e da sua regulação através
da noção de homeostase infinitesimal.
Palavras-chave: Homeostase, Cobre Intracelular, Redes de Sistemas Dinâmicos

Formulação do Problema
Consideramos uma rede de sistemas dinâmicos Ẋ = F(X ,λ ), com coordenadas dos nós

dadas por X = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ Rn, em que cada nó xi representa a concentração de um
composto químico em um determinado compartimento de um sistema biológico. Supon-
hamos que o sistema possui um equilíbrio linearmente estável (X0,λ0). Pelo teorema da
função implícita, existe, em uma vizinhança de λ0, uma família de equilíbrios linearmente
estáveis X̃(λ ), com X̃(λ0) = X0, de tal forma que, para todo λ nessa vizinhança, temos
X̃(λ )⇒ F(X̃(λ ),λ )≡ 0. Suponhamos que xn é uma observação de interesse do sistema.
A função λ 7→ xn(λ ) = z̃(λ ) é chamada função de entrada e saída do n-ésimo nó. Para que
o sistema apresente homeostase (local) no n-ésimo nó, a variável z̃(λ ) deve permanecer
aproximadamente constante quando λ varia num intervalo contendo λ0. Isso motivou a
seguinte definição [1]: a função de entrada e saída z̃ exibe homeostase infinitesimal em
λ0 se z̃′(λ0) = 0. Aqui, notação a ′ corresponde à derivada com respeito à λ . Segue do
Teorema de Taylor que homeostase infinitesimal implica homesotase local. É possível
mostrar que pontos de homeostase infinitesimal podem ser encontrados pela aplicação da
Regra de Cramer à matriz Jacobiana J = (dF)(X0,λ0), através da obtenção de uma expressão
para z̃′(λ0) [1].

Como aplicação destas ideias, considere a regulação do cobre citosólico. O cobre do
meio extracelular chega ao meio intracelular pelo canal CTRL1. No citosol, o cobre pode
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interagir com as proteínas CCS e COX17, participando do metabolismo celular, ou com a
proteína ATOX1 e entrar na via exocítica. Quando em excesso, o cobre ligado a ATOX1
migra para o complexo transgolgi, a partir do qual sofre exocitose. Por outro lado, quando
os estoques celulares estão baixos, o cobre do complexo transgolgi é transportado para a
ATOX1. Essa rede regulatória pode ser interpretada como uma rede de sistemas dinâmi-
cos, em que cada nó representa a concentração de cobre em cada compartimento. Para
simplificar a notação, as concentrações de Cuext, Cucyt, ATOX1 e CuTG serão denotadas,
respectivamente, por xι , xo, xτ e xρ . Então o sistema dinâmico associado à rede descrita
(figura abaixo), para constantes positivas N, f ,g,k0,k1,k2,k3,k4,w1,w2, pode ser descrito
pelas equações:

ẋι = λ − k0xι

ẋo =
k0

N
xι − k1xo(1+w1xo)− k2

(
1

1+ x2
ρ

−1

)

ẋτ = f k1xo− k3xτ −w2
xτ(xρ − xτ)

1+ xτ

ẋρ = gk3xτ +w2
xτ(xρ − xτ)

1+ xτ

− k4xρ

Cuext Cucyt

ATOX1 CuTG

Entrada
(𝜆)

Saída
(𝑥%(𝜆))

Aplicando o racional acima, mostramos que a regulação do cobre citosólico apresenta
homeostase infinitesimal na variável xo com respeito ao parâmetro λ , devido à interação
entre o cobre ligado à ATOX1 e o cobre do complexo transgolgi.

Considerações Finais

Verificamos que a regulação de cobre intracelular satisfaz as condições de homeostase
infinitesimal devido à interação entre os compartimentos da ATOX1 e do transgolgi. A
perda dessa interação leva ao acúmulo de cobre citosólico, ocasionando a doença de
Wilson, fato que comprova a relevância do fenômeno da homeostase. A adequação da
noção matemática de homeostase infinitesimal ao mecanismo de regulação de cobre
intracelular e à correta previsão de fenômenos patológicos sugere que esse é um conceito
útil ao estudo de fenômenos biológicos descritos por redes de sistemas dinâmicos.



102 Capítulo 6. Comunicações Orais

Referências
[1] M. Golubitsky and I. Stewart. Homeostasis, singularities, and networks. J Math Biol
74 (1-2): 387–407, 2017.

[2]J. H. Kaplan and E. B. Maryon. How mammalian cells acquire copper: an essential but
potentially toxic metal. Biophys J 110 (1): 7–13, 2016.

[3]S. Lutsenko, N. L. Barnes, M. Y. Bartee, and O. Y. Dmitriev. Function and regulation
of human copper-transporting atpases. Physiol Rev 87 (3): 1011–1046, 2007.

[4]H. Modell, W. Cliff, J. Michael, J. McFarland, M. P. Wenderoth, and A. Wright. A
physiologist’s view of homeostasis. Adv Physiol Education 39 (4): 259–66, 2015.



103

Determinando Padrões Dinâmicos para a propagação
geográfica da Dengue

Lucy T. Takahashi 1, Luis A. D’Afonseca2, Wilson Castro Ferreira Jr.3
1Departamento de Matemática, Universidade Federal de Juiz de Fora, Juiz de Fora-MG,
Brasil
2Departamento de Matemática, Centro Federal de Educação Tecnológica de Minas Gerais,
Belo Horizonte-MG, Brasil
3Departamento de Matemática Aplicada, Universidade Estadual de Campinas, Campinas-
SP, Brasil

Resumo: Distribuição baseada em grande quantidade de dados; e caracteriza-se por
construir um modelo dinâmico a partir de uma massa de dados de alta dimensão, seguindo
uma projeção em espaços de baixa dimensão que mantém apenas informações significativas.
Neste trabalho esta decomposição é aplicada a um episódio epidemiológico geográfico de
propagação da dengue, gerado por simulações.
Palavras-chave: DMD, Dengue, Big Data.

Introdução
A contínua e crescente capacidade de armazenamento de dados deu lugar, em tecnologia

da informação, ao que chamamos de Big Data. Na biomatemática pesquisadores têm
apresentado trabalhos utilizando informações do Big Data, entre outros, Proctor e Eckhoff
(2015), em [2], analisaram a dinâmica da gripe nos Estados Unidos utilizando dados
do Google Flu Trends; e as dinâmicas do sarampo no Reino Unido e da poliomelite na
Nigéria utilizando dados da pré-vacinação, por meio do método Decomposição em Modos
Dinâmicos (DMD).

Neste trabalho o DMD é aplicado a um episódio epidemiológico geográfico de propa-
gação da dengue num cenário formado por cidades do estado de São Paulo, proposto por
Takahashi em [3].

Desenvolvimento
O DMD é fundamentalmente livre de equações operando apenas sobre snapshots no

tempo oriundos de sistemas complexos e não-lineares, consiste em realizar uma Análise
dos Componentes Principais (PCA) para a redução da alta dimensão. Considerando x ∈Rn

e k ∈ N, temos xk+1 os dados espaço-temporais de uma doença em uma medida futura e xk
numa medida anterior, os chamados snapshots. No caso de doenças xk =(x1

k ,x
2
k , . . . ,x

n
k) tem

em cada entrada o número de casos, numa localidade i = 1, . . . ,n, no tempo k. Assumimos,
xk+1 = Axk onde o operador A ∈ Rn×n é o melhor ajuste para todos os pares de snapshots
no sentido de quadrados mínimos. Aproximadamente temos a forma matricial: X ′ ≈ A X .
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Daí, A = X ′X† = X ′V Σ−1U∗ ≈ Ā = X ′Ṽ Σ̃−1Ũ∗, tal que Σ̃ ∈ Rr×r onde r é uma escolha
para o truncamento, ou seja, a r é a dimensão do espaço projetado. As características da
dinâmica podem ser encontradas pela autodecomposição: ÃW =WΛ. A matriz Ã é obtida
truncando a matriz A em r valores singulares, W contém seus respectivos autovetores e
Λ os autovalores. Os modos dinâmicos que descrevem a dinâmica são construídos como:
φ = X ′Ṽ Σ̃−1w.

Para gerar os snapshots consideramos uma rede discreta formada por 60 municípios no
estado de São Paulo, conectados por rodovias. E dentro de cada município (nó da rede),
foi considerada uma dinâmica epidemiológica local simples modelando as populações de
mosquitos e de humanos ambos com infectados e suscetíveis. A dispersão espacial da
doença foi descrita pela conexão das localidades com um fluxo medido pelo respectivo
tráfego rodoviário. A região externa ao estado é considerada nula, ou seja, não consider-
amos a influência de outros municípios fora do estado de São Paulo na dinâmica. Para o
modelo DMD construímos a matriz X considerando os Humanos Infectados, ao longo de 5
anos, logo X tem dimensões 60×1800.

Para realizar a DMD neste conjunto de snapshots com uma precisão de 90% foram
necessários os primeiros 28 valores singulares entre os 60. Com base nos módulos
dos autovalores determinamos os modos dinâmicos com maior e menor influência na
propagação. O maior autovalor em módulo de Ã encontrado é real, o que implica que
todas as cidades estão na mesma fase. Entendemos que isso implique que a dengue ao
chegar em qualquer um dos municípios seu comportamento mais forte seja de crescer
exponencialmente sem oscilações, pois não estamos considerando que os humanos mudem
seu comportamento frente a chegada da dengue. Foram também analisados os modos
seguintes, assim como o comportamento das outras subpopulações. Por exemplo, ao
consideramos a população total de Mosquitos foram necessários apenas 7 valores singulares
para se obter os 90% de precisão.

Considerações Finais
O DMD é uma ferramenta capaz de representar um conjunto de dados espaço temporais

complexos de forma sistemática e simplificada; Dependendo dos dados, o ajuste por
mínimos quadrados usado para calcular a matriz A pode introduzir grandes erros; Os dados
modelados reproduzem a dinâmica observada do episódio epidemiológico da dengue; e
para 90% requerido o DMD usou 28 valores singulares dos 60 e retornou mais que os 90%
requeridos, para a população de Humanos Infectados.
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Abordagens Fracionárias para Problemas
Epidemiológicos
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Resumo: Neste trabalho, os conceitos de cálculo fracionário serão utilizados para a
construção de modelos epidemiológicos, tais como para o estudo dos surtos de cólera,
ebola e peste. Para tais casos, faremos os ajustes do respectivo modelo de maneira a
descrever as recentes epidemias, como a cólera no Iêmen (2017-19), o ebola no Congo
(2014/15 e 2018/19) e a peste em Madagascar (2017). Dessa forma, visamos predizer
a dinâmica de cada uma dessas doenças e auxiliar em tomadas de decisão pertinentes à
contenção das mesmas.
Palavras-chave: Epidemiologia, Cálculo Fracionário, Modelagem Epidemiológica Fra-
cionária.

Introdução
O cálculo fracionário, ou cálculo de ordem não inteira, vem atraindo atenção devido a

sua gama de aplicações em problemas de interesse científico e tecnológico, pois generaliza
as técnicas tradicionais de integração e diferenciação e introduz a não-localidade como pro-
priedade intrínseca de seus operadores, o que é muito útil na descrição de sistemas físicos.
Além disso, a sua utilização tem sido difundida para problemas biológicos, especialmente
devido à propriedade de memoria, o que nos permite recuperar o comportamento da função
em instantes anteriores ao analisado [1].

Dessa forma, a aplicação das derivadas fracionárias será feita na construção das
equações dos modelos que descrevem os três surtos: cólera, ebola e peste, os quais
eram consideradas doenças extintas, mas que voltaram com um poder avassalador, devido
às más condições de saúde e higiene dos países analisados.

Desde 2017, o Iêmen é assolado por um surto de cólera, o qual infectou mais de 1.5
milhão de pessoas e deixou cerca de 2500 mortos. Diante desse cenário, modelaremos
a dinâmica da doença e utilizando os dados dos números de infectados e mortos, iremos
obter os parâmetros epidemiológicos que descrevem o comportamento da cólera para o
caso estudado [2].

Em 2017, as autoridades de saúde de Madagascar informaram mais de 2500 casos
de peste humana, com um total de 221 mortes. Tipicamente, os modelos de transmissão
da peste consideram a pulga, e os seus hospedeiros roedores, como o principal vetor de
transmissão da peste, mas, alguns autores propõe um modelo em que haja uma transmissão
da doença em que, além da transmissão da peste utilizando o rato como hospedeiro e a
pulga como vetor, considera também a transmissão entre humanos e o caso em que a pulga
pica o humano [3]. Baseado nesse modelo, construiremos a abordagem fracionária para o
sistema de equações a analisaremos as consequências dessa escolha.
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Com relação ao ebola, utilizaremos o modelo matemático para investigar a dissem-
inação do Ebola, ajustando o modelo a ser proposto aos dados reais reais dos casos
registrados em 2014/15 e a reincidência em 2018/19. Utilizaremos alguns parâmetros
fornecidos na literatura e analisaremos o impacto das vias de transmissão: contato com a
comunidade, hospitalização e funeral inseguro [4], bem como o da utilização das derivadas
de ordem não inteira.

Considerações Finais
Para cada um dos casos estudados, iremos propor um modelo de equações diferenciais

fracionárias e, utilizando os dados fornecidos pela Organização Mundial da Saúde, esti-
maremos os parâmetros e faremos simulações numéricas para cada um deles. A utilização
das derivadas fracionárias permite a resolução mais detalhada do sistema de equações e,
dessa forma, a obtenção de uma equação capaz de descrever o comportamento de cada uma
das equações do mesmo. Dessa forma, esperamos que as derivadas de ordem não inteira
serão fundamentais na descrição mais precisa das dinâmicas das doenças analisadas.
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Controle Ótimo Biológico de Pragas com Condição Inicial
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Resumo: O presente trabalho propõe uma solução para o problema de controle ótimo de
pragas com condição inicial fuzzy. A proposta é fazer a extensão de Zadeh da solução
clássica com relação a condição inicial, essa ideia está baseada nos resultados que foram
desenvolvidos em [3],[5].
Palavras-chave: Fuzzy, Extensão de Zadeh, Pragas, Controle ótimo.

Controle Biológico de Pragas com condição inicial fuzzy
O controle biológico de pragas consiste na utilização de inimigos naturais ou bioinseti-

cidas para conter o crescimento de pragas na lavoura e tem como principais vantagens não
deixar resíduo no ambiente, ser atóxico para o homem e ser específico ([2]).O presente
trabalho propõe um modelo de controle ótimo biológico de pragas na lavoura, considerando
a densidade populacional inicial de pragas como sendo um número fuzzy ([1]), isso porque
uma das técnicas bastante utilizada na lavoura da soja, tanto para a amostragem de lagartas
desfolhadoras quanto a amostragem de inimigos naturais presentes na cultura da soja, é o
pano-de-batida, por ser uma técnica bastante útil e acessível, mas que está sujeita a erros,
com isso propomos modelar a condição inicial de pragas através de um número fuzzy. ([4]).
Sendo assim, podemos modelar o problema de controle ótimo de pragas com condição
inicial fuzzy (modelo admensionalizado) conforme (6.34):

min
U∈U

J(u) =
1
2

∫ Tf

0

[
c1 (X(T )−Xd)

2 + c2U(T )2 + c3X(T )
]

dt

dX
dT

= X(1−X−Y )

dY
dT

=
−b
a

Y +
βK
a

XY +U (6.34)

X(T0) = X̂0 Y (T0) = Y0

X(Tf ) = livre Y (Tf ) = livre
0 ≤ U(t)≤Umax

Propomos como solução do problema (6.34), a extensão de Zadeh [1] da solução
do problema clássico associado, com relação à condição inicial, conforme os resultados
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desenvolvidos em [3] Oli. Portanto, inicialmente resolvemos o problema clássico associado
(sem considerar a condição inicial fuzzy), usando o Princípio do Máximo de Pontryagin
([5]) e depois fazemos a extensão de Zadeh dessa solução, obtendo assim a solução do
problema (6.34). As figuras 6.9 e 6.10 mostram as soluções encontradas para o caso Y0 = 0.
Os parâmetros foram retirados de [7], para a lavoura da soja.

Figure 6.9: Solução ótima para os estados para o modelo adimensionalizado com X̂0 =
[0.11875;0.125;0.1375] e Y0 = 0.625.

Figure 6.10: Solução ótima para o controle para o modelo adimensionalizado com X̂0 =
[0.11875;0.125;0.1375] e Y0 = 0.625.

Note que a incerteza diminui durante a dinâmica, para a população de pragas e para o
controle e aumenta para a população de predadores.
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Modelagem matemática do tratamento de Leucemia
Mieloide Crônica: redução de dose e controle pelo sistema

imunológico

Artur César Fassoni 1, 1Instituto de Matemática e Computação, Universidade Federal
de Itajubá, Itajubá-MG, Brasil

Resumo: Desde os anos 2000, o tratamento de Leucemia Mielóide Crônica (LMC) passou
a ser feito com medicamentos que atuam especificamente nas células leucêmicas, e assim
resultam em menos efeitos colaterais, e mais fracos, em comparação à quimioterapia
padrão. O resultado é que uma doença antes letal se tornou uma doença com longa
sobrevida. Atualmente, a pesquisa médica nesta área tem se voltado para o papel do
sistema imunológico no controle da LMC após o término do tratamento e também para a
possibilidade de redução de dose. Neste trabalho, apresentaremos resultados obtidos em
colaboração com pesquisadores da área médica, onde estudamos modelos de EDOs para o
tratamento de LMC. Integrando os modelos a dados de pacientes, foi possível identificar
um grande potencial para redução de dose de medicamento no tratamento da LMC a longo
prazo, e também desenvolver metodologias com potencial de predizer o efeito do término
do tratamento em pacientes com boa resposta, nos quais a LMC não é mais detectada; isto
é, se a LMC será mantida sob controle ou irá recidivar após a interrupção do tratamento.
Tais resultados ilustram o potencial da Matemática Aplicada como ferramenta para auxiliar
em problemas relevantes em medicina.
Palavras-chave: equações diferenciais, câncer, terapias personalizadas

Modelagem do tratamento de Leucemia Mieloide Crônica
O câncer é uma dos principais causas de morte no mundo moderno. Já há algum tempo,

os matemáticos têm tentado participar na luta contra esta doença, por meio de modelos
que possam levar a um eventual aprimoramento do conhecimento sobre a doença e seu
tratamento. Apesar de interessante, esta tarefa é complexa e muitas vezes seus resultados
ficam restritos ao campo da especulação, sem a tradução e aplicação ao contexto real, o
que requer a estreita colaboração de médicos/biológos. Mesmo assim, vários exemplos
tem provado seu valor como ferramenta para fazer real impacto na rotina clínica.

A Leucemia Mielóide Crônica (LMC) é um câncer de sangue resultante de uma única
alteração genética em células trono hematopoiéticas, o surgimento do oncogene BCR-
ABL1. Desde 2001, o tratamento da LMC foi revolucionado pelo uso da terapia alvo com
Inibidores de Tirosina-Quinase (ITQs), que transformou um câncer antes letal em uma
doença controlável onde pacientes tem expectativa de vida próxima do normal. Nesta
apresentação, pretende-se abordar resultados obtidos em colaboração com pesquisadores
da área médica, onde estudamos modelos de EDOs para o tratamento de LMC [1,2].

No trabalho [1], obtivemos resultados que demonstraram que a redução de dose é
uma alternativa viável que ao mesmo tempo retêm o efeito terapêutico efetivo e reduz
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consideravelmente os efeitos colaterais e custos. Tais resultados foram obtidos pela análise
do seguinte sistema de EDOs lineares:

dX
dt

= −pXY X + pY XY,
dY
dt

= pXY X− pY XY + pYY − eT KI(1−u(t− tc))Y,
(6.35)

Neste modelo, X representa a população de células tronco leucêmicas dormentes e Y
representa a população de células tronco leucêmicas ativas. Apesar de simples, tal modelo
descreve muito bem os dados medidos em pacientes durante a fase de tratamento da LMC.
Através da integração com dados de tratamento de 122 de pacientes, foi possível decompor
a dinâmica do sistema (6.35) em diferentes escalas de tempo e mostrar que, na manutenção
do tratamento a longo prazo, o que limita o efeito do tratamento não é a dose do mesmo,
mas a ativação de certas células tronco dormentes. Com isso, concluímos que, na terapia
de manutenção, a dose de ITQs pode ser reduzida até o limiar estimado em 30% da dose
original. Devido aos altos custos de tratamento com ITQs (23 mil libras por paciente por
ano no Reino Unido), a redução de dose de ITQs durante a terapia de manutenção (no
longo prazo) representa uma alternativa de alto interesse, que, entretanto, havia sido pouco
estudada até então. Além disso, o potencial para redução de dose também foi confirmado
clinicamente pelo recente estudo DESTINY, um dos primeiros testes clínicos a analisar o
efeito de redução de dose pela metade em um número grande de pacientes de LMC.

Diversos estudos sugerem que as células imunológicas sejam as responsáveis por
previnir o crescimento das poucas células de LMC que sobrevivem após o tratamento. As-
sim, no trabalho [2], estendemos o modelo (6.35) para considerar o sistema imunológico, e
analisamos uma classe de modelos descrevendo a dinâmica de tratamento e pós-tratamento
de LMC, descrita pelo sistema de equações diferenciais

dX
dt

= −pXY X + pY XY,
dY
dt

= pXY X− pY XY + pYY
(

1− Y
TY

)
−mK Z F(Y )− eT KI(1−u(t− tc))Y,

dZ
dt

= pZ−dZZ +mR Z G(Y ).

(6.36)

Neste sistema, X e Y representam as populações de células leucêmicas como em (6.35) e
Z representa a população de células do sistema imunológico que combatem a leucemia.
As funções F(Y ) e G(Y ) descrevem interações entre o sistema imunológico e a leucemia.
Consideramos 4 escolhas possíveis para F(Y ) e 5 para G(Y ), resultando em 20 modelos
estruturalmente distintos, cada um descrevendo interações biológicas funcionalmente
distintas porém todas plausíveis. Após descrever os possíveis retratos de fase para cada
um dos modelos, foi possível classificar os diferentes modelos com respeito à capacidade
de cada um em descrever os cenários observados na clínica.

Os resultados aqui apresentados ilustram como a Matemática Aplicada pode ser uma
ferramenta inovadora que pode ajudar a transformar a “medicina reativa” do século 20
em uma “medicina preventiva” do século 21, quando espera-se que o câncer se torne uma
doença tratável.
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Resumo: A análise de soluções numéricas de sistemas de equações diferenciais, que
modelam dinâmicas de populações, destaca-se como uma importante aliada no estudo de
interações entre espécies, epidemias, além de auxiliar em tomadas de decisões vinculadas
à medidas públicas de controle de pragas, doenças, entre outros. O objetivo deste trabalho
foi estudar o comportamento de soluções numéricas de um sistema presa-predador de
interações entre três espécies, em função de um parâmetro α contido no sistema de
equações diferenciais ordinárias, que modela a interação entre duas presas e um predador.
Para isto foram utilizados os métodos de Euler, Euler Modificado, Ponto Médio e Runge-
Kutta Clássico; além dos métodos Adams-Bashforth de 2 e 4 pontos e Adams-Moulton de
2 e 4 pontos. A medida que o valor de α foi aumentando, o comportamento da solução
numérica foi se alterando a ponto de transformar o sistema em um problema stiff. Nesta
situação, um não tratamento numérico adequado pode conduzir à soluções não compatíveis
com o fenômeno em estudo.
Palavras-chave: Modelagem Matemática, Presa-Predador, Métodos Numéricos.

Introdução
O entendimento do comportamento de dinâmicas populacionais vem sendo cada vez

mais aperfeiçoado, não só devido aos estudos analíticos de sistemas de equações diferen-
cias, mas também graças aos avanços dos métodos numéricos e técnicas computacionais.
Em situações em que a solução analítica é inviabilizada, o recurso numérico faz-se indispen-
sável para a investigação da dinâmica em questão, tornando-se uma ferramenta poderosa
no avanço das pesquisas. Contudo, ao migrar do estudo analítico para o numérico, novos
desafios são apresentados e, se não forem tratados adequadamente, soluções numéricas
inapropriadas podem ser obtidas.

Neste sentido, o propósito deste trabalho foi investigar as soluções numéricas de um
sistema de equações diferenciais, do tipo presa-predador de três espécies, em função de
um parâmetro α . A dinâmica das populações é afetada com a variação do parâmetro α ,
mudando seu comportamento de ponto de equilíbrio estável, passando para ciclo limite
de diferentes periodicidades e chegando até ponto atrator caótico. Esta pesquisa é uma
continuidade dos estudos numéricos implementados em Garcia e Silveira (2018) [1], que na
ocasião, apenas investigou as soluções numéricas para um sistema do tipo presa-predador
de três espécies, quando a solução converge para um ponto de equilíbrio estável.

1gracimat@gmail.com
2gr.gubim@gmail.com
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Interações entre três espécies
Este sistema representa a dinâmica populacional de três espécies [3,2], baseado no

modelo presa-predador, cujo Problema de Valor Inicial (PVI) é dado por

dP1

dt
= P1 ( 1−0,001P1−0,001P2−0,015P3 )

dP2

dt
= P2 ( 1−0,0015P1−0,001P2−0,001P3 )

dP3

dt
= P3 (−1+αP1 +0,0005P2 )

P1(0) = p10 , P2(0) = p20 e P3(0) = p30

, (6.37)

em que P1 e P2 são presas que competem pelos mesmos recursos e P3 o predador das
duas presas. De acordo com as referências citadas, α pode assumir valores entre 0,002 e
0,0055, e p10 , p20 e p30 são os valores iniciais de cada população.

Conforme são atribuídos valores diferentes para α , as soluções apresentam comporta-
mentos distintos, como por exemplo, ao adotar α = 0,002 as soluções convergem para um
ponto de equilíbrio estável. Para α = 0,0033, tem-se soluções do tipo ciclo limite estável,
para α = 0,0036 obtém-se um ciclo limite de periodicidade dupla e para α = 0,00372
a periodicidade é quádrupla. Assumindo α = 0,004 tem-se um atrator caótico e para
α = 0,0055 o resultado foi uma solução caótica com dificuldades maiores de se obter
soluções numéricas do que os demais casos considerados.

Para alcançar as soluções numéricas em cada caso listado, métodos numéricos de passo
simples e de múltiplos passos foram considerados. Os métodos de passo simples usados
foram: Euler, Euler Modificado, Ponto Médio e Runge-Kutta Clássico; os métodos de
múltiplos passos foram: Adams-Bashforth de 2 e 4 pontos e Adams-Moulton de 2 e 4
pontos. As implementações computacionais foram executadas em Octave, com códigos
próprios.

Ao realizar as simulações computacionais para distintos valores de α , foi possível
observar que a medida que o valor de α aumenta, as dificuldades numéricas também foram
aumentando, a ponto dos métodos de passo simples não apresentarem mais comporta-
mentos esperados. Essa situação faz com que o problema em estudo fique cada vez mais
stiff.

Esse resultado ajuda a entender o comportamento da solução numérica em função de
um parâmetro, além de auxiliar na compreensão de sistemas do tipo presa-predador mais
complexos, quando comparados ao sistema padrão de Lotka-Volterra. Ademais, a pesquisa
expõe a importância da escolha de métodos numéricos adequados, tendo em vista o alto
risco de se produzir soluções inapropriadas.
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Resumo: Estudos recentes mostraram, pela primeira vez, a existência de códigos corretores
de erros associados às sequências de DNA. Desse modo, sequências de DNA podem ser
identificadas e reproduzidas como palavras código de códigos BCH (Bose, Chaudhuri
e Hocquenghen) sobre a extensão de um anel de Galois. O presente trabalho tem como
objetivo a reprodução de uma sequência de DNA relacionada à enzima mitocondrial ATP6,
por meio do algoritmo de geração de proteínas, que realiza a construção de códigos BCH.
Na reprodução dessa sequência foi possível observar que ocorre a troca de um nucleotídeo
na posição da trinca 17. Assim, será analisado como essa alteração pode modificar a
arquitetura biológica da sequência gerada.
Palavras-chave: Palavras-chave: Álgebra, Códigos BCH, DNA, Enzima ATP6.

Desenvolvimento
Em um sistema de comunicação digital, as informações são enviadas de um transmissor

a um determinado receptor através de um canal de comunicação. No entanto, esse canal
pode sofrer interferências que fazem com que a mensagem recebida seja diferente da
original. Para corrigir esses erros, é utilizada a teoria dos códigos corretores de erros. No
sistema biológico, especificamente no sistema de comunicação de informação genética,
também ocorrem processos de transmissão e tradução de informação. Neste processo,
também podem acontecer erros que ocasionam interferências na leitura da informação.
Embasados nessas semelhanças, pesquisadores sugeriram a existência de códigos corretores
de erros nas sequências de DNA. Tal premissa foi comprovada no trabalho de [2] e [3], onde
apontaram a existência dos códigos corretores de erros relacionados a sequências de DNA,
além de apresentarem um algoritmo de geração de proteínas que faz a predição mutacional
em sequências de DNA por meio do processo de decodificação. Para a execução desse
algoritmo é necessário atender duas condições: a sequência de DNA deve ter comprimento
ímpar, isto é, n= 2r−1, em que r denota o grau da extensão e é preciso obter uma sequência
de DNA original postada no NCBI (National Center for Biotechnology Information).
Segundo [2], existe um grande número de sequências que podem ser geradas por esse
algoritmo. A enzima mitocondrial ATP sintase, também conhecida como complexo V, está
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localizada na parte interna da mitocôndria e a sua principal função é a de prover energia às
células, sendo esta armazenada em forma de ATP ([1]). Essa enzima é composta por 13
diferentes subunidades de proteínas e é uma sequência de DNA de comprimento extenso.
No entanto, a subunidade 6 da membrana de ATP sintase, ATP6, possui comprimento de
26− 1 = 63 nucleotídeos, e atende as restrições do algoritmo. Este trabalho tem como
objetivo gerar a sequência de DNA associada ao ATP6, através do algoritmo de geração de
proteínas, a fim de identificar onde ocorre a troca de nucleotídeo na sequência gerada e
como essa alteração pode modificar a classificação de um aminoácido.

Desenvolvimento
Para a reprodução da enzima ATP6 será utilizado o algoritmo de geração de proteínas,

que realiza de forma exaustiva a construção de códigos BCH sobre a estrutura de anel,
com parâmetros (63,k,dH). A Figura 1, apresenta a sequência de DNA: Homo sapiens
[P30049 - 12587], ATP synthase subunit delta, mitochondrial precursor, inner membrane
6, gerada pelo algoritmo.

Oaa: .L..P..A..A..L..L..R..R..P..G..L..G..R..L..V..R..H..A..R..A..Y.
Ont: CTGCCCGCCGCGCTGCTCCGCCGCCCGGGACTTGGCCGCCTCGTCCGCCACGCCCGTGCCTAT
OLb: 231222122121231232212212221110233112212232132212202122213122303
GLb: 231222122121231232212212221110233112212232132212201122213122303
Gnt: CTGCCCGCCGCGCTGCTCCGCCGCCCGGGACTTGGCCGCCTCGTCCGCCAGGCCCGTGCCTAT

Goo: .L..P..A..A..L..L..R..R..P..G..L..G..R..L..V..R..Q..A..R..A..Y.

Figure 6.11: Sequência da enzima mitocondrial ATP6 com 63
nucleotídeos.

Abreviações: Oaa = aminoácido original; Ont = nucleotídeos originais; Olb = rotulagem
original; Glb = rotulagem gerada; Gnt = nucleotídeos gerados; Goo = aminoácido gerado.

Resultados e discussões
Sob o ponto de vista biológico, notamos que na sequência gerada da enzima ATP6

ocorreu a troca do nucleotídeo citosina (C) pelo nucleotídeo guanina (G), na posição
da trinca 17, acarretando alteração no aminoácido histidina pelo aminoácido glutamina.
Porém essa mudança não altera a polaridade desse aminoácido, pois ocorre dentro da
mesma classe hidrofílica. Os resultados dessas análises poderão ser úteis no estudo de
mutações genéticas, pois a troca de um aminoácido na enzima ATP6 pode acarretar na
Doença de Leigh e na NARP (neuropatia, ataxia, retinite pigmentosa).
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Resumo: A dengue é uma doença negligenciada que está entre as principais causas de
mortalidade no mundo. Trata-se de uma doença infecciosa transmitida que tem como
principal vetor o mosquito Aedes aegypti. Neste trabalho, propomos um modelo para a
dinâmica da dengue, considerando vacinação na população de humanos suscetíveis e a
inserção de mosquitos modificados geneticamente no ambiente, como medidas de controle.
Palavras-chave: Dengue, Aedes aegypti, Vacinação, Mosquito Transgênico.

Introdução
A dengue é uma doença infecciosa causada por um arbovírus, que é transmitido

pela picada do mosquito Aedes aegypti fêmea. Existem quatro tipos de vírus da dengue,
sorotipos 1, 2, 3 e 4. Um indivíduo que contraiu um tipo de dengue adquire imunidade
àquele vírus, porém, pode ser infectado posteriormente com outro sorotipo da dengue, o
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que aumenta o risco de contrair a dengue hemorrágica, um tipo mais grave da doença que
pode levar ao óbito. Atualmente, há uma única vacina disponível para prevenção da dengue
no mundo, chamada Dengvaxia, indicada para prevenir os quatro diferentes sorotipos da
dengue. A vacina foi liberada para uso no Brasil pela Anvisa em 2015, para pessoas de 9
a 45 anos, residentes em áreas endêmicas, isto é, áreas onde há recorrência de casos de
dengue. Além da vacina, um outro método de controle da dengue envolve a introdução de
mosquitos machos modificados em laboratório, os transgênicos. Tais mosquitos possuem
uma genética que torna sua prole estéril. Os machos são liberados e competem com os
machos selvagens pelas fêmeas para fecundá-las. Assim, os acasalamentos resultam em
ovos estéreis e, ou, que as fêmeas, responsáveis pela transmissão do vírus, não consigam
atingir a fase adulta. Tal estratégia visa reduzir a população de Aedes aegypti, visto que
os novos indivíduos da espécie não são capazes de se reproduzirem. Mas, os mosquitos
transgênicos estão ainda em fases de testes, logo consideramos que pode ainda ocorrer uma
falha em gerar somente ovos estéreis e, ou, destes eclodirem mosquitos estéreis. Propomos
então com as considerações acima um modelo que permite um estudo da dengue, sobre
uma população de humanos com vacinação interagindo com uma população de mosquitos
onde são inseridos mosquitos transgênicos, com a finalidade de obter um controle sobre a
doença.

Desenvolvimento

O modelo aqui proposto está baseado no modelo de Takahashi, em [1], no qual é
considerada a interação entre as populações: de mosquitos (Aedes aegypti) vetores da
dengue e a de humanos, que são descritas, por meio de um modelo do tipo SI e SIR,
respectivamente, para descrever a dinâmica da dengue.

Consideramos a população de humanos dividida nas subpopulações: HS(t) = HS;
HL(t) = HL; HI(t) = HI; HR(t) = HR e HV (t) = HV , que são o número de humanos
suscetíveis, latentes, infecciosos, recuperados e vacinados no instante de tempo t, respecti-
vamente, onde H = HS(t)+HL(t)+HI(t)+HR(t)+HV (t), para todo t, é uma constante
diferente de zero, que representa o número total de humanos. Analogamente, a população
de mosquitos é dividida nas subpopulações: MS(t) = MS, MI(t) = MI e ME(t) = ME as
subpopulações que representam o número de mosquitos suscetíveis, infecciosos e estéreis
no instante de tempo t, respectivamente, onde M(t) = MS(t)+MI(t). Consideramos ainda
que a vacina é dada continuamente. O modelo matemático que descreve nossa dinâmica
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entre os compartimentos é dado pelo seguinte sistema

dMS

dt
= Mν(1−M+ME

k
)−µMMS−βMSHI

dMI

dt
= βMSHI−µMMI

dME

dt
= ψME

(
1+ ν̄M−M+ME

k

)
−µMME

dHS

dt
= µHH−µHHS−λHSMI−φHS +ξ HV +ρHV

dHL

dt
= λHSMI−µHHL− γHL

dHI

dt
= γHL−µHHI−αHI

dHR

dt
= αHI−µHHR

dHV

dt
= φHS−µHHV −ξ HV −ρHV

(7.1)

onde, κ representa a capacidade de suporte dos mosquitos, β constante de probabilidade
de um encontro bem sucedido entre MS e HI , λ constante de probabilidade de um encontro
bem sucedido entre HS e MI , γ−1 o tempo que o humano fica na fase latente antes de se
tornar infectado, ν taxa de oviposição dos mosquitos selvagens, ψ taxa de oviposição dos
mosquitos transgênicos, φνM taxa de oviposição dos mosquitos transgênicos com cópula
com mosquitos selvagens, φ taxa de vacinação, ξ falha da vacina, ρ perda da imunidade
adquirida pela vacina, α−1 tempo de recuperação dos HI , µH taxa de natalidade e mortali-
dade dos humanos e µM taxa de mortalidade dos mosquitos. Nosso espaço biológico, ou
seja, o espaço admissível é dado por Ω = { f (MS;ME ;MI;HS;HL;HE ;HI;HV ) ∈ R8|0 ≤
MS +ME +MI ≤ κ;0 < HS +HL +HI +HR +HV ≤ H}.

Conclusões
Iniciamos o estudo deste modelo adimensionalizando-o para facilitar a análise qualita-

tiva. Em seguida realizamos simulações numéricas para corroborar os resultados quali-
tativos, utilizando octave. Procuraremos obter uma análise que permita estabelecer qual
seria a taxa ideal de pessoas vacinadas e, ou, qual seria o número de mosquitos estéreis
que deveriam ser soltos no ecossistema para se obter um controle da doença que poderá
ser feita via teoria de controle ótimo.
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Resumo: O objetivo deste trabalho é estudar a predição da estrutura secundária da
molécula do RNA, a partir de sua estrutura primária. A conhecida associação entre
grafos e a representação bidimensional da estrutura secundária é utilizada. Por outro lado,
a teoria algébrica de grafos fornece interessantes relação entre grafos e estruturas algébri-
cas. Neste trabalho, à nível de iniciação científica, estudamos conexões entre estruturas
algébricas e a estrutura secundária do RNA, via teoria de grafos.
Palavras-chave: RNA, Grafos.

Introdução

O principal componente nas atividades biológicas em todo ser vivo são as proteínas.
Todas as reações químicas que propiciam a existência de vida são executadas por elas,
seja como enzimas que aceleram uma reação química, seja em atividades fins, tais como
o movimento de um músculo. Embora existam milhares de proteínas distintas, todas
são constituídas basicamente por apenas 20 aminoácidos. A informação que codifica
a construção de uma proteína a partir destes 20 aminoácidos encontra-se codificada no
núcleo das células, mais especificamente no DNA. Apesar de conter o código, a molécula
do DNA possui uma rigidez em seu formato espacial, determinado pela dupla hélice, que
por um lado propicia a estabilidade do código genético de uma espécie mas, por outro
lado, prejudica a construção de proteínas, que possuem forma geométrica tridimensional
difíceis de serem compiladas a partir da rigidez da dupla hélice do DNA. A transição do
código contido no DNA, no núcleo da célula, para a produção da proteína, no citoplasma
é feita pelo RNA. Este é o chamado dogma central da biologia, DNA→RNA→ proteína.
O RNA é um polímero formado por milhares de subunidades, chamados nucleotídeos.
Ele é polimerizado a partir dos genes, agindo como peça fundamental na maquinaria da
tradução celular. O fato de possuir apenas um filamento (ao invés da dupla hélice do DNA),
chamado de estrutura primária, permite ao RNA a exibilidade necessária para moldar a
forma tridimensional da proteína que irá sintetizar. A estrutura secundária do RNA, que é
produzida por pontes de hidrogênio, é determinada, a partir de sua estrutura primária, ou
seja, de sua sequência de nucleotídeos. Predizer as possíveis estruturas secundárias a partir
de sua estrutura primária é o problema tratado neste projeto.
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Desenvolvimento
Em 1978, Waterman e Smith [6] fizeram a primeira abordagem do RNA via grafos,

marcando o início do uso da teoria espectral de grafos no estudo da estrutura secundária
do RNA. Um grafo G consiste de um conjunto finito de vértices e de arestas. Associamos
a um grafo uma matriz quadrada An×n, onde n é o número de vértices. Cada entrada ai j
desta matriz expressa o número de arestas entre os vértices i e j. Como trabalhamos apenas
com grafos simples, isto é, sem loops e com no máximo uma aresta entre dois vértices, a
matriz de adjacências possui entradas 0 ou 1, e sua diagonal é toda nula. Seu polinômio
característico p(x) = ∑

n
1 aixi expressa em seus coeficientes algumas propriedades do grafo.

Por exemplo, an−2 é o número de arestas enquanto an−3 o dobro do número de triângulos.
A teoria espectral de um grafo é tema bastante estudado na teoria algébrica de grafos.
Nesta área, várias estruturas algébricas como grupos e álgebras associativas são associadas
a um grafo. Recentemente T. Schlick [5] associou o RNA a um par formado por um
grafo árvore e seu dual obtendo, a partir do espectro das respectivas matrizes Laplacianas,
resultado importante na predição da estrutura secundária do RNA. O desenvolvimento
atual do projeto, ainda em andamento, consiste em estudar o trabalho de T. Schlick e sua
equipe e, a partir dele, obter estruturas algébricas não lineares associadas ao RNA.

Conclusões
Em nossa apresentação, exibiremos relações estabelecidas em [4] e [5] entre algumas

moléculas do RNA e os correspondentes grafos árvore e dual, além das respectivas pro-
priedades algébricas. O prosseguimento do trabalho visa, a partir da relação acima, obter
resultados algébricos que expressem propriedades topológicas da estrutura secundária do
RNA.
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Resumo: Neste estudo apresentamos um modelo matemático da malária com espal-
hamento geográfico transmitida através de um vetor. Estudamos o comportamento desta
doença em Sofala, província do centro de Moçambique. O modelo utilizado é formado
por equações diferenciais parciais não lineares com difusão-advecção que descreve o
espalhamento geográfico na qual interagem duas populações: a população de humanos e a
de mosquitos. A população humana, por sua vez, subdivide-se em suscetíveis, infectados e
recuperados e a segunda consideramos mosquitos não portadores e mosquitos portadores
dos vírus da malária. Como não existem expressões analíticas para a solução do sistema
não linear de equações diferenciais parciais, construímos uma solução aproximada para o
modelo apresentado através do método numérico. Com efeito, utilizamos o Método de
Elementos Finitos (no espaço) e de Diferenças Finitas (no tempo) para a discretização do
modelo e, após a formulação variacional, utilizamos o Método de Galerkin e o Método de
Crank-Nicolson, respectivamente. A validação do modelo escolhido foi possível através
de dados reais, número de casos e óbitos pela malária, fornecidos pelas autoridades da
saúde da província de Sofala.
Palavras-chave: Epidemiologia, modelos matemáticos, difusão, elementos finitos

Introdução
A malária é uma doença infecciosa que é transmitida ao ser humano através da picada

do mosquito portador, a fêmea Anopheles. Das 4 espécies de parasitas que afetam aos
humanos, temos o Plasmodium falsiparum, que é o mais virulento de todos. As crianças
com menos de 5 anos e a mulheres grávidas são mais suscetíveis à doença assim como os
viajantes que vivem em zonas não endêmicas podem apresentar as formas mais graves da
malária [5]. Os objetivos deste trabalho são: analisar o impacto da difusão da malária em
Sofala, região central de Moçambique, criar um instrumento que apoie políticas públicas de
implementação das medidas recomendadas pela Organização Mundial da Saúde e estimar
alguns parâmetros envolvidos na descrição do modelo escolhido para a malária. E, para
isso, foram utilizados dados reais colhidos em Sofala, Moçambique. 1

Desenvolvimento
Neste trabalho apresentamos um modelo evolutivo utilizando equações diferenciais

parciais não lineares com difusão e advecção que descrevem a dinâmica da malária em

1martamacufa@gmail.com
2joni@ime.unicamp.br
1Dados recebidos da Direção Provincial de saúde de Sofala, Janeiro de 2016
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uma região e envolvem duas populações que interagem entre si: humana e de mosquito e
para esta última, a taxa intrínseca do seu crescimento que é sazonal. Utilizamos métodos
numéricos, visto que, o problema ora proposto não pode ser resolvido completamente
utilizando expressões analíticas [2] que são: Métodos dos Elementos Finitos de primeira
ordem pelo método via Galerkin, [3] para a discretização das variáveis espaciais, Método
de Diferenças Finitas de segunda ordem pelo método de Crank-Nicolson, [4] para a
variável temporal e Método Preditor-Corretor, de Douglas e Dupont, técnica que consiste
em resolver um sistema não linear através de processos iterativos, [1].

Em se tratando de modelo com dinâmica vital, trazemos os dados de números de
casos confirmados e mortalidade por malária fornecidos pela Direção provincial de Saúde
de Sofala, os Indicadores Demográficos da província obtidos no Instituto Nacional de
Estatística. Os dados da precipitação da província foram obtidos no Instituto Nacional de
Meteorologia da província de Sofala com intuito de tornar as simulações mais próximos
possíveis a realidade, e para a validação do modelo escolhido.

Com efeito, para a população humana estimou-se uma taxa de mortalidade por malária
e uma taxa de natalidade, enquanto que para os mosquitos uma taxa de natalidade e as
outras taxas, foram obtidas de literaturas existentes. Tais parâmetros foram utilizados na
geração dos cenários evolutivos.

Conclusões
Neste trabalho apresentamos um instrumental numérico-computacional para contribuir

com as políticas públicas de combate a malária.
A partir dos dados locais da precipitação estimamos a taxa do nascimento de mosquito,

uma vez que, esta varia com as chuvas. Como medida de controle da transmissão da doença
na população consideramos uma vigilância sanitária constante e eficiente que consiste na
pulverização residual interna, de acordo com as recomendadas pela OMS.

Com os dados de número de casos e mortalidade por malária estimamos a taxa de
mortalidade por infecção do vírus e a partir dos indicadores demográficos da província
determinamos a taxa de natalidade para a população humana.

Utilizando os parâmetros estimados, realizamos simulações de vários cenários da qual
obtivemos resultados coerentes com o que se esperava com relação ao comportamento e
controle da doença na população.
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Um modelo de controle ótimo em um sistema
presa-predador via Transformada Fuzzy
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Resumo: Este trabalho propõe um modelo matemático para o controle ótimo do pulgão-
da-soja utilizando Transformada Fuzzy. Limiares econômicos já foram desenvolvidos para
esta praga. Por um lado, o pulgão-da-soja ainda não é encontrado no Brasil. Portanto,
antes de qualquer eventual invasão, um modelo preditivo para um programa de controle é
desejável. Por outro lado, o pulgão-da-soja tornou-se a praga de insetos mais devastadora
de soja nos Estados Unidos. O Brasil é o segundo maior exportador de soja no momento,
depois dos EUA e antes da Argentina. De acordo com a Secretaria de Agricultura dos
EUA, estima-se que o Brasil será o maior exportador de soja em 2023.
Palavras-chave: controle ótimo, transformada fuzzy, pulgão-da-soja

O modelo inclui um sistema predador-presa fuzzy, a fim de descrever a interação entre
a presa, Aphis glycines (Hemiptera: Aphididae) – o pulgão-da-soja – e seu predador, Orius
insidiosus (Hemiptera: Anthocoridae) [3]. Um limiar econômico foi desenvolvido para o
controle químico, isto é, quando um tratamento com inseticida é necessário, e varia de 250
a 273 pulgões por planta. As medidas de controle não são introduzidas antes de atingir o
limiar econômico.

Introdução
Inicialmente, apresentamos uma proposta de Controle Ótimo utilizando Transformada

Fuzzy [2] no funcional a ser minimizado. Para isso, vamos considerar um modelo do
tipo presa-predador de Lotka-Volterra com uso de inseticidas [1]. No modelo proposto
utilizamos a variável de controle u(t) como taxa de aplicação de um inseticida, que mata
tanto a praga como seu predador, ou seja,{

∂x
∂ t = (α1−β1y)x− cux
∂y
∂ t = (β2x−α2)y− cuy

(7.2)

onde x(t)= número de presas no instante t, y(t)= número de predadores no instante t, α1 =
representa o coeficiente de crescimento da população de presas na ausência de predadores,
β1 = representa o coeficiente de mortalidade da população de presas correspondente ao
encontro com predador, β2 = representa o coeficiente de crescimento da população de
predador devido o encontro com a presa, α2 = representa o coeficiente de mortalidade da
população de predadores correspondente à ausência de presas, c = representa a eficácia do
inseticida aplicado, α1,α2,β1,β2,c > 0.

1magda@ufscar.br
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Queremos minimizar a quantidade de inseticida. Para isso iremos considerar a variável
de controle do problema de controle ótimo u(t). A variável u(t) irá nos informar a
quantidade de inseticida que devemos liberar em cada instante de tempo. Assim, iremos
adotar o seguinte índice de performance:

J =
∫ t f

t0
u(t)dt, u(t) =

∫ t f
t0 fk(x(t))Ak(x(t))dt∫ t f

t0 Ak(x(t))dt
,k = 1,2, ...,n (7.3)

sendo A1,A2, . . . ,An as funções de pertinência do conjunto de presas e fk(x(t)) a função
de crescimento populacional de pulgões (na ausência de predação) para cada Ak, k =
1,2, ...,n, definidos em [3], ou seja, cada função fk foi construída considerando o evolução
populacional do pulgão-da-soja na ausência de predadores para cada Ak, k = 1,2,3,4,
t0 ≤ t ≤ t f .

O próximo passo é aplicar esse modelo teórico, analisar e discutir os resultados obtidos
em relação a sua viabilidade e eficiência. No nosso caso, utilizaremos dados do pulgão-da-
soja, seu predador e dinâmica entre eles.

Considerações Finais

Utilizamos o modelo presa-predador fuzzy elaborado em [3] no sistema (1) e A1, A2,
A3, A4 as funções de pertinência de quantidade de pulgão-da-soja definidos em [3], e
cada função fk foi construída considerando o evolução populacional do pulgão-da-soja na
ausência de predadores para cada Ak, k = 1,2,3,4. De acordo com nossa proposta, o uso
de inseticida apenas ocorrerá quando a quantidade de pulgões ulltrapassar o nível de limiar
econômico, ou seja, for maior que 250 pulgões por planta e a quantidade de inseticida a
ser aplicada será diretamente proporcional a quantidade de pulgões presentes na planta.
Utilizamos tempo inicial t0 = 0 e tempo final t f = 30, visto a alta taxa de crescimento
populacional de afídeos. Para implementação do modelo utilizamos o Toolbox Fuzzy do
software MATLAB. Se considerarmos inicialmente uma população alta de pulgões foi
necessário liberar bastante inseticida no período inicial. Observamos ainda que, após os
primeiros dias de controle, foi utilizada menor quantidade de inseticida. Da mesma forma,
um número baixo de pulgões indica um uso menor inseticida já na fase inicial do controle.
O uso de inseticida também provoca uma queda na população de predadores. Como
exemplo, partimos de uma quantidade inicial de 475 pulgões e 3 predadores por planta.
As aplicações de inseticida ocorreram em 2 momentos (t = 1,26) com u = 0,7;0,65,
respectivamente. O modelo propõe quando e quanto as quantidades de pesticidas a serem
aplicadas. Por um lado, as variações de controle ótimo podem ser dificeis de se colocar em
prática, visto que é necessário conhecer a quantidade aproximada de pulgões por planta e.
portanto, pensar na viabilidade de liberar inseticida no tempo, seguindo exatamente como
preconiza o controle u. Por outro lado, a preocupação com o meio ambiente tem sido cada
vez mais importante e é necessário pensar em estratégias com menor uso de pesticidas.
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Equações Diferenciais com Retardamento aplicadas à
Respiração Humana

Felipe Longo1,
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Resumo: Neste trabalho, será apresentado como ocorre o fenômeno da respiração humana
explicando como o organismo controla os níveis de CO2 e O2 no sangue. Para a aplicação,
faz-se necessário o uso de equações com retardamento e, portanto, uma introdução sobre a
teoria também é apresentada. Na parte principal do trabalho, uma análise de estabilidade
para determinar condições para que o estado estacionário seja assintoticamente estável
e simulações numéricas para ilustrar as situações e comportamentos das soluções serão
expostos.
Palavras-chave: equações diferenciais, retardamento, respiração humana, estabilidade

Introdução
A respiração é um processo fisiológico no qual o organismo vivo realiza a troca de gás

oxigênio (O2) e dióxido de carbono (CO2) com o ar externo. Através deste fenômeno, as
células do organismo recebem o oxigênio necessário para realizar a queima de nutrientes
para a produção de energia (respiração celular). Essas reações liberam CO2 que, no
sangue, reage com a água para formar ácido carbônico (H2CO3), então se separa em H+ e
HCO−3 , sendo que H+ aumenta a acidez do sangue.

O fenômeno da troca de gases entre o ar externo (atmosfera) e os pulmões se chama
ventilação pulmonar. O ar flui entre a atmosfera e os pulmões devido a alterações na
diferença das pressões interna e externa criadas pelos músculos respiratórios ao se con-
traírem e relaxarem. O ar entra quando a pressão interna é menor (aumento do volume
dos pulmões) e sai quando é maior (diminuição do volume dos pulmões). A diferença de
pressão também é responsável pela troca de ar entre os alvéolos (nos pulmões) e o sangue.

A contração dos músculos é resultado de impulsos do sistema nervoso e o relaxamento
se deve à ausência desses impulsos. Os neurônios sensoriais sensíveis a produtos químicos
são os quimiorreceptores, os quais, no controle da respiração, tem papel fundamental no
monitoramento dos níveis de CO2, O2 e H+, sendo H+ relacionado ao ph do sangue.

Entretanto, há um intervalo de tempo entre a oxigenação do sangue nos pulmões e o
monitoramento pelos quimiorreceptores, ou seja, há um retardo do transporte dos gases até
passarem pelos quimiorreceptores. Sendo assim, os níveis de CO2 e O2 detectados não
estão relacionados à ventilação do momento atual, mas a de um instante anterior. O estudo
apresentado em [2] conclui que as oscilações ventilatórias são predominantemente deter-
minadas pelos quimiorreceptores periféricos. Logo, segue-se a ideia de [1] de um modelo
de equação com retardo único, fazendo análise de estabilidade e simulação numérica.

O modelo matemático realizado tem como objetivo, então, estudar a variação das
pressões parciais (pressão de um gás específico numa mistura) de CO2 e O2 no sangue
arterial (oxigenado). Para isso, devido ao retardo no transporte, utilizamos as equações
diferenciais com retardamento (EDR).

1f211683@dac.unicamp.br
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As equações com retardamento descrevem fenômenos não instantâneos, mas que
apresentam dependência de acontecimentos passados, apresentando um lapso de tempo
entre a causa e o efeito. As EDR são equações da forma

ẋ(t) = f (t,xt),

onde f (t,ϕ) é uma aplicação de [0,∞)×CH em Rn, onde

CH = {ϕ ∈ C ([−τ,0];Rn) |‖ϕ‖< H }

e C é o espaço de Banach das aplicações contínuas de [−τ,0] no Rn com a norma do
supremo, 0≤ τ < ∞ e 0 < H ≤ ∞. Na EDR, xt denota os elementos de CH definidos por
xt(θ) = x(t +θ), para θ ∈ [−τ,0] e t ∈ [t0, t0 +A), onde x(t) é uma função contínua em
[t0− τ, t0 +A), 0 < A≤ ∞ e t0 ≥ 0.

Modelo Matemático da Respiração Humana
O sistema utilizado para o modelo da respiração humana, proposto por [1], é dado por

du
dt

(t) = p−α W (u(t− τ),v(t− τ))(u(t)− xI) ,

dv
dt

(t) =−σ +β W (u(t− τ),v(t− τ))(yI− v(t)) ,
(7.4)

onde u e v denotam as pressões parciais arteriais de CO2 e O2, respectivamente; τ > 0
é o retardo no transporte de ar; xI e yI são as pressões parciais de CO2 e O2 inspirados,
respectivamente; p é a taxa de produção de CO2 e σ é a taxa de consumo de O2; α e β

são constantes positivas referentes à difusibilidade de CO2 e O2, respectivamente; e W
é a função de ventilação, a qual representa a quantidade de ar movido pela ventilação
pulmonar, e é dado pela grandeza volume-minuto (volume total de ar inalado e exalado por
minuto), que é obtido pelo produto do volume corrente (volume de uma respiração – VC)
pela frequência respiratória (respirações por minuto – FR).

Estabilidade
As noções de estabilidade para EDR são as mesmas para EDO. A diferença é que a

estabilidade pode depender do instante inicial, diferente do que acontece com as equações
ordinárias. Quando a estabilidade não depende do instante inicial, dizemos que é uniforme.
Isso ocorre, por exemplo, nas equações autônomas, que é o caso do nosso sistema.

Além disso, segue também para as equações com retardamento autônomas que, ao
linearizar um sistema em torno de um ponto de equilíbrio, se a solução nula do sistema
linearizado for assintoticamente estável, então o mesmo acontece com o estado estacionário
da equação original. E assim como no caso ordinário, um sistema linear é assintoticamente
estável se todos os autovalores tem parte real negativa.

Dessa forma, o estudo apresenta condições sobre os parâmetros (inclusive o retardo)
para os quais a única solução de equilíbrio positiva (primeiro quadrante) é assintoticamente
estável ou instável. Nesse estudo, para encontrar os autovalores, obtemos a equação
característica P(λ )+Q(λ )e−λτ = 0, onde P e Q são polinômios com coeficientes reais,
sendo necessário o uso da teoria de funções com variável complexa.
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Considerações Finais
Utilizando o método de Runge-Kutta de ordem 4 adaptado para o retardo e obtendo os

valores dos parâmetros em diversos artigos e livros sobre respiração humana, foram feitas
diversas simulações para ilustrar o comportamento da solução de acordo com as condições
de estabilidade. O objetivo é apresentar estas simulações, bem como as condições de
estabilidade do modelo, para melhor entender a aplicação.

Espera-se, a partir deste trabalho, haver uma continuidade ao uso das equações com re-
tardamento como ferramenta para a biomatemática, sendo aplicável em diversos fenômenos
como dinâmica populacional, prescrição de drogas, etc.
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Aplicação da teoria de conjuntos fuzzy no diagnóstico do
câncer de ovário

Ellen Vilarinho da Silva1, Graciele Paraguaia Silveira2
1,2Departamento de Física, Química e Matemática, Universidade Federal de São Carlos,
Sorocaba, Brasil

Resumo: O câncer é um grave problema de saúde pública mundial, cuja incidência tem
crescido consideravelmente nos últimos anos. O câncer de ovário constitui-se na neoplasia
mais letal do aparelho reprodutor feminino e um diagnóstico precoce é fundamental para
o tratamento e a sobrevida das pacientes. O objetivo deste trabalho foi desenvolver um
modelo matemático, via teoria de conjuntos fuzzy, para analisar o risco de malignidade
de tumores de ovário. A metodologia usada são os sistemas baseados em regras fuzzy.
Os resultados esperados são simulações de cenários, supondo diferentes quadro clínicos
de pacientes, que propiciem uma transição gradual entre tumores benigno e maligno,
adequados à realidade.
Palavras-chave: Câncer, Modelagem Matemática, Teoria de Conjuntos Fuzzy.

Introdução
Câncer é o termo utilizado para designar uma classe de mais de cem doenças caracteri-

zadas pelo crescimento desordenado de células anormais do organismo.
Segundo a Organização Mundial de Saúde (OMS) [5], em 2018 foram estimadas 9,6

milhões de mortes por câncer em todo o mundo, o que representa 1 em cada 6 de todas
as mortes. Ainda, segundo essa agência, cerca de um terço das mortes se deve aos cinco
principais riscos comportamentais e alimentares: alto índice de massa corporal, baixo
consumo de frutas e vegetais, falta de atividade física, uso de tabaco e álcool. O tabagismo
é o fator de risco mais importante para o câncer e é responsável por aproximadamente 22%
das mortes.

Especificamente em relação ao câncer de ovário, este ocupa o quinto lugar em mortes
por câncer entre as mulheres, sendo responsável por mais mortes do que qualquer outro
câncer do sistema reprodutivo feminino.

No Brasil, como nos demais países, o processo de industrialização implicou em
significativas mudanças na demografia, reduzindo taxas de natalidade e mortalidade, e
aumentando a expectativa de vida da população. Com isso, a exposição a um grande
número de fatores de risco ambientais e a fatores relacionados às disparidades sociais,
também cresceram.

O Instituto Nacional do Câncer (INCA) (2018) [4], estima que no biênio 2018-2019
ocorram 640.000 novos casos de câncer por ano. Quanto ao câncer de ovário estimam-se
6.150 novos casos para cada ano, o que representa um risco de 5,79 casos a cada 100 mil
mulheres.

O propósito deste trabalho foi construir um modelo matemático fuzzy, para avaliar
o risco de malignidade de tumores ovarianos utilizando como referência a pesquisa de

1ellensilva9@hotmail.com
2gracimat@gmail.com
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Alonso (2007) [1].

Modelagem matemática do câncer de ovário
A modelagem matemática é utilizada para descrever fenômenos do mundo real e suas

tendências, no decorrer do tempo. Contudo, as doenças, os sintomas, o diagnóstico e as
terapias são intrinsecamente incertos: medidas imprecisas, categorizações linguísticas com
limites vagos, prontuários incompletos, entre outros. Surge então a Teoria de Conjuntos
Fuzzy, capaz de lidar com este tipo de incerteza, a partir do tratamento matemático de
termos linguísticos como “aproximadamente” [2].

Alonso (2007) [1], desenvolveu um sistema baseado em regras fuzzy (SBRF) para
predizer o risco de malignidade de tumores do ovário, considerando como variáveis de
entrada: Estado Menopausal, Achados Ultrasonográficos e o Nível de CA 125. A variável
de saída Tipo de Tumor foi classificada como Benigno e Maligno.

O CA 125 é marcador tumoral desde a década de 1980, uma vez que essa substância
não é encontrada no ovário adulto normal, mas surge na superfície de tumores ovarianos.
O HE4 (human epididymis protein 4) tem sido apontado, em pesquisas recentes, como
um novo marcador tumoral importante. Tal substância também se altera na maioria dos
tumores ovarianos [3].

Desse modo, optou-se por acrescentar uma nova variável de entrada no modelo
matemático, descrito anteriormente, denominada Nível de HE4. Simulações e testes
estão sendo realizados com dados hipotéticos, por exemplo suponha uma paciente que
encontra-se na Peri-Menopausa, possua Achados Ultrasonográficos 3, nível de CA 125 mé-
dio e HE4 suspeito, então o SBRF fornece como probabilidades 64% para tumor benigno
e 36% para tumor maligno.

Em geral, a inclusão do HE4 como variável de entrada torna o modelo mais abrangente,
uma vez que a sua alta sensibilidade auxilia no aprimoramento do diagnóstico, apresentando
resultados cujas transições entre os tipos de tumor são graduais e portanto, coerentes com
a realidade.
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Modelo SIR: Uma Aplicação à Tuberculose no Estado do
Rio de Janeiro

Orlando dos Santos Pereira1, Cristiane de S. S. Pereira 2, Felipe C. Barbosa
3
1Departamento de Matemática, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica-
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Resumo: O presente trabalho consiste em aplicar um modelo matemático clássico, for-
mulado em 1927 por Kermack e McKendrick, para estudo da Tuberculose. Baseado neste
modelo e na literatura, foi estudado a evolução temporal da Tuberculose no Estado do
Rio de Janeiro, a partir de dados do Ministério da Saúde, no período de 2013 a 2018. Os
resultados indicam que a doença se encontra em estado endêmico e que se nada for feito, a
tendência é que os casos se agravem.
Palavras-chave: Epidemiologia, Modelagem Matemática, Tuberculose.

Introdução
A Tuberculose é uma doença infectocontagiosa cujo agente transmissor é chamado

Mycobacterium tuberculosis, também conhecido como bacilo de Koch [2]. A ação da
tuberculose é predominantemente na região pulmonar, no entanto pode afetar outros órgãos.
Segundo o Ministério da Saúde, essa doença é a que mais mata no mundo, ultrapassando
mortes causadas por HIV e malária juntos. De acordo com a Organização Mundial da
Saúde (OMS), a tuberculose é responsável por quase 2 milhões de óbitos a cada ano.
Muitos estudos estão sendo desenvolvidos com a aplicação da modelagem matemática, no
intuito de obter informações técnicas a respeito de dados, principalmente os dados ligados
a saúde pública. Neste trabalho, propõe-se o estudo de um modelo determinístico SIR
(Suscetíveis-Infectados-Recuperados) aplicado a população do estado do Rio de Janeiro. O
objetivo deste modelo consiste em analisar os indivíduos infectados e os que se recuperam
da doença, sem dinâmica vital, isto é, os nascimentos e as mortes n ao s ao considerados.
A formulação matemática do modelo SIR é representada por um sistema de equações
diferenciais ordinárias,


dS
dt =−βSI
dI
dt = βSI− γI,
dR
dt = γI

(7.5)
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em que t ≥ 0; com condições iniciais; S(0) = S0; I(0) = I0; R(0) = 0, sendo β e γ os
parâmetros do modelo. Após a obtenção dos dados de infectados e estudos preliminares, foi
feito uma simulação numérica do modelo no Matlab (MathWorks Inc.). Neste trabalho, fez-
se um estudo com simulação numérica, dando continuidade ao trabalho de Almeida(2017)
[1]. Estudos correlatos em epdemiologia podem ser vistos na literatura, como em Sabino
[3] e Ribeiro Luis[2], dentre outros.

Resultados e Discussões
Utilizando os dados dos infectados, obtidos do Sistema de Agravo de Notificação

(SINAN) e dados da população, obtida do IBGE, de 2013 a 2018, tem-se a tabela abaixo,

Simulou-se o problema considerando a média desses dados, N = 16 : 894 : 438, S(0) =
16.880.994 e I(0) = 13.524, com os parâmetros β = 0,000802 e γ = 0,000070454, sendo
este último determinado com a regressão linear dos dados dos infectados ( a cada 100
mil) em relação ao tempo, onde obteve-se a taxa estimada de 0,0015. Usando a segunda
equação de (1), tem-se βSI− γI = 0,0015, logo γ = 0,000070454. Na Figura 7.1, tem-se
o gráfico da simulação com esses parâmetros.

Figure 7.1: Simulação no Matlab via método de Euler.
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Nesta simulação, resolveu-se o problema transiente com tempo longo, usando o método
de Euler, para que o regime permanente fosse alcançado. Por fim, calculou-se a taxa de
reprodutibilidade basal R0 =

βS(0)
γ
≈ 1,96≥ 1 e como R0 > 1, conclui-se que a Tuberculose

no estado do Rio de Janeiro não está controlada, com indicação de aumento do quadro
atual.
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Modelagem matemática da interação entre células e
citocinas essenciais à cicatrização de feridas na pele
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Resumo: A regeneração da pele lesada é um processo metabolicamente complexo e
depende diretamente da qualidade da resposta inflamatória. Uma interação harmoniosa
entre os principais mediadores da fase inflamatória, da cicatrização de feridas na pele,
resultará na transposição para a fase subsequente e, possivelmente, na obtenção de uma
pele saudável. No entanto, a desregulação desses fatores poderá desencadear uma ferida
crônica ou uma fibrose progressiva. Nesse trabalho considera-se a modelagem matemática
da interação entre os neutrófilos, os macrófagos, a interleucina 6 e a interleucina 10 via
sistema de equações diferenciais ordinárias em feridas de ratos tratadas com óleo-resina
10% (OR10%) de Copaifera langsdorffi.
Palavras-chave: Macrófagos. Neutrófilos. Interleucina 6. Interleucina 10.

Introdução

Os neutrófilos são recrutados na ferida para realizar o debridamento de células e
organismos infecciosos. Após o estabelecimento da ação dos neutrófilos ocorre o influxo
de células inflamatórias, tais como os macrófagos. A interação dinâmica entre o estado
pró-inflamatório e o anti-inflamatório depende essencialmente da atividade de mediadores
químicos tais como as citocinas: interleucina 6 e a interleucina 10 e seu balanceamento
adequado resulta na resolução da inflamação.

Modelo Matemático

O modelo matemático utilizado representa o processo de interação entre os neutrófilos,
os macrófagos e as interleucinas [1] . As variáveis e os parâmetros utilizados são descritos
na Tabela 7.1.
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dg
dt

= kg φ ma− γg g.

A função f é da forma f (t) = H(Aπ− t)sin2(t) com H(Aπ− t) =
{

1 , se t < Aπ .
0 , se t > Aπ

Table 7.1: Descrição das variáveis e dos parâmetros do modelo.
Variáveis Parâmetros

n(t) : população de neutrófilos ativos βn, βa, βc, βg, βgc : taxas de saturação
a(t) : população de neutrófilos apoptóticos γa : taxa de necrose secundária
m(t) : população de macrófagos γm : taxa de evasão dos macrófagos
c(t) : mediador pró-inflamatório γg : taxa de decaimento do mediador g
g(t) : mediador anti-inflamatório kn : taxa de produção do mediador c

kg : taxa de produção do mediador g
Parâmetros ν : taxa de neutrófilos apoptóticos

χn : taxa de influxo dos neutrófilos φ : taxa de fagocitose
χm : taxa de influxo dos macrófagos α : taxa de produção do mediador c
ka: concentração da produção de c f (t) : dano físico no tecido
γc: taxa de decaimento de c A : quantia de vezes que o tecido é lesado

Considerações Finais
Os resultados foram obtidos via ajuste de parâmetros (método de Levenberg-Marquardt)

considerando valores apresentados na literatura e estimados dos dados experimentais para
vetor inicial. A dinâmica obtida assim como os níveis das citocinas estão em acordo com
os dados laboratoriais das feridas de ratos tratadas com óleo-resina 10% (OR10%) de
Copaifera langsdorffii e sugerem a concentração de macrófagos e neutrófilos no tratamento
[2].
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Um comparativo entre modelos discreto, contínuo e
estocástico aplicados na dinâmica populacional brasileira

Matheus dos Santos Alves 1, Raphael de Oliveira Garcia 2,
1,2Departamento de Ciências Atuariais, Universidade Federal de São Paulo, UNIFESP,
Brasil

Introdução
Mudanças significativas na população brasileira, nas últimas décadas, fizeram com que

as projeções demográficas ganhassem importância no cenário de decisões em diversas áreas
do conhecimento. Entender o comportamento da dinâmica populacional brasileira pode
contribuir tanto no âmbito acadêmico, social, quanto no empresarial. Tais informações
podem auxiliar em tomadas de decisões relacionadas à medidas de saúde pública e em
questões previdenciárias.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho foi utilizar diferentes modelos matemáticos
de dinâmica populacional e os dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística
(IBGE), para realizar projeções demográficas da população brasileira. Para isto, foram
analisados dois modelos discretos (sendo um deles o modelo logístico discreto), um
modelo logístico contínuo e um modelo logístico estocástico. Após a implementação
computacional, comparações entre os modelos foram realizadas. Por fim, o propósito é
confrontar os modelos utilizados no projeto com o modelo oficial utilizado pelo IBGE,
assim como seus respectivos resultados.

Modelos de Dinâmica Populacional
Neste estudo foram abordados 4 (quatro) diferentes tipos de modelos matemáticos,

representados por equações distintas. No primeiro modelo, supôs-se que a dinâmica
populacional brasileira é representada por um modelo logístico discreto [1], assim temos

Pn+1 = (1+a)Pn−bP2
n , n≥ 0, (7.6)

em que a e b são, respectivamente, as médias das taxas de natalidade e mortalidade, no
período de 2000 à 2017, e P0 é a população brasileira em 2017.

No segundo modelo optou-se por observar a quantidade de nascimentos e óbitos, ao
invés de considerar o valor médio das taxas de natalidade e mortalidade como ocorrido do
primeiro modelo. Ao se trabalhar com os dados do IBGE foi possível notar a tendência de
um comportamento linear, o que resultou no ajuste de regressões lineares [4] a fim de se
obter os futuros valores da quantidade de nascimentos e óbitos. Dessa forma, a variação
entre nascimentos ŷn e óbitos ẑn, a cada ano, foi definida por ∆Pn = ŷn− ẑn, em que ŷn e ẑn
são retas obtidas de regressões lineares da taxa de natalidade e mortalidade. O segundo
modelo é representado pela seguinte equação de diferença:

Pn+1 = Pn +∆Pn, n≥ 0 . (7.7)
1matheusantosalves@outlook.com
2gr.gubim@gmail.com
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As regressões lineares efetuadas tiveram uma correlação linear de aproximadamente 0,95.
No terceiro modelo por sua vez, considerou-se que a população brasileira tem um

comportamento próximo de um modelo logístico contínuo [1], que deriva da seguinte
equação diferencial:

dP(t)
dt

= rP
(

1− P
P∞

)
, P(0) = P0, (7.8)

em que a solução analítica é dada por:

P(t) =
P∞P0

(P∞−P0)e−rt +P0
, (7.9)

onde r é a taxa de crescimento da população, determinada a partir de uma regressão
logarítmica [4] dos dados do IBGE, P∞ é o valor máximo da população e P0 a população
em 2017.

Por fim, o quarto modelo aplicado à população brasileira encontra-se em desenvolvi-
mento. Neste caso, um modelo logístico estocástico de dinâmica populacional está sendo
representado pela equação diferencial:

dP(t)
dt

= rεP
(

1− P
P∞

)
, P(0) = P0, (7.10)

em que rε = r+ sε(t) é um parâmetro estocástico da taxa de crescimento da população, ε

é um ruído branco, s > 0 é uma constante e r é a taxa obtida do terceiro modelo. A solução
da equação diferencial estocástica é dada por

P(t) =
P∞P0ert+sWt

(P∞−P0)ert+sWt
, (7.11)

onde Wt é um processo de Wiener [3]. Nesta pesquisa todos os códigos foram desenvolvidos
em Octave pelos autores.

Resultados
No primeiro modelo, considerando a população brasileira em 2017 como P0 = 2,07661×

108 e com os resultados de a = 0,031956 e b = 0,011851, o modelo logístico mostrou
que a população passará a se estabilizar em aproximadamente 2,622862×108, isto é, no
ano de 2090. Tomando também como P0 a população brasileira de 2017, no segundo
modelo as projeções resultaram em uma população que apresenta um ponto de máximo em
2,4922×108, ou seja, no ano de 2084. As simulações mostram que a partir do referido
ano, a população começa a diminuir.

Já o modelo contínuo (terceiro modelo), ainda com P0 a população brasileira de
2017 e utilizando os valores de r = 0,0851 (determinado na regressão logarítmica) e
P∞ = 2,4922× 108 (dado obtido do segundo modelo), demonstrou uma estabilização
por volta de 2053, ou seja, quando a população atingir 2,4922×108. Neste momento é
interessante notar que, de acordo com o IBGE, a população brasileira interromperá seu
crescimento em 2048 [2].
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Com a finalização do quarto modelo, fase em que o projeto se encontra, espera-se
comparar entre si todos os modelos matemáticos apresentados anteriormente, além de
confrontá-los com as informações fornecidas pelo IBGE.
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Condições de contorno dos Neurônios - A Equação do
Cabo baseada no Modelo de Hodgkin-Huxley

Matheus Gomes Pereira Fafiães 1, Roberto Carlos Antunes Thomé 2,
1,2CEFET/RJ-Centro Federal de Educação Tecnológica Celso Suckow da Fonseca, Rio de
Janeiro-RJ, Brasil

Introdução
O modelo de Hogdkin-Huxley baseia-se no processo da bomba de Sódio-Pótassio cuja

função é a de manutenção do potencial de repouso das células nervosas, gerando, assim,
uma diferença de potencial [1].

Estruturalmente a fenda sináptica se assemelha a um capacitor e os canais de Sódio
e de Potássio a resistores. Sendo assim, é possível modelar através da análise de malhas
de Kirchhoff um circuito equivalente a um segmento do cérebro. E, além disso, existirão
condições de contorno que influenciarão no pulso, já que a plasticidade da membrana
armazenará, em grande quantidade, pequenas tensões [2].

Metodologia
A partir do Modelo de Hodgkin-Huxley:

C
dU
dt

=−n4gK(U−EK)−m3hgNa(U−ENa)−gl(U−El)+ I(t)

Proveniente da análise de malhas de Kirchhoff, é possível observar os potenciais dos
neurônios. Entretanto, para levar em consideração a tensão proveniente da plasticidade
da membrana, será feita a análise de um cabo cilíndrico infinitesimal que representa a
estrutura de qualquer tipo de neurônio.

1fafiaesmatheus@hotmail.com
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Esse cilindro está ligado aos circuitos que representam o modelo de Hodgkin-Huxley,
sendo assim, serão analisados três modelos que descreverão o comportamento da atuação
dos neurotransmissores:

−Isin(t) =−gsin(t)(u−Esin)

gsin(t) = ||gsin||e−(t−tK)τΘ(t− tK)

∑
K

gsin(t) = ||gsin||e−
(t−tK )

τ [1− e−
(t−tK )
τsubida ]Θ(t− tK)

Juntando as quatro equações e fazendo alguns ajustes matemáticos, temos:

∂ 2u
∂x2 (t,x) = crL

∂u
∂x

(t,x)+ rL ∑
ion

iion(t,x)− rLiext(t,x)

Onde rL é a resistência longitudinal; c é a capacitância e iion a corrente dos íons.

Finalmente, sabendo que ∑
ion

iion(t,x) =
u(t,x)

rm
onde rm representa a resistência por

unidade longitudinal da membrana,

∂ 2u
∂x2 (t,x) = crL

∂u
∂x

(t,x)+ rL
u(t,x)

rm
− rLiext(t,x)

Multiplicando tudo por rm e dividindo por rL temos:

rm

rL

∂ 2u
∂x2 (t,x) = crm

∂u
∂x

(t,x)+u(t,x)− rmiext(t,x)

Considerando crm = τ e rm
rL

= λ , temos a Equação do Cabo:

λ
∂ 2u
∂x2 (t,x) = τ

∂u
∂x

(t,x)+u(t,x)− rmiext(t,x)

Conclusão
Pôde-se concluir um estudo voltado para parametrizar o processo da sinapse, encontrar

valores de tensões responsáveis pelos processos do corpo e enfim esquematizar todo um
ciclo de ações potenciais oriundas do ser humano.

Além disso, com o uso do modelo, podemos medir as ações potenciais através do
Matlab, como sugere a Figura a seguir:
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Modelagem matemática do forrageamento de abelhas
Apis Mellifera em paisagens simuladas

Denner Augusto de Barros Fabiano 1, Iuri Emmanuel de Paula Ferreira 2,
1,2Centro de Ciências da Natureza, Universidade Federal de São Carlos, Campus Lagoa do
Sino, Buri-SP, Brasil

Resumo: As abelhas Apis Mellifera apresentam um comportamento intrincado de for-
rageamento, determinado pela sinalização de fontes de recurso (néctar) viáveis através da
waggle dance. Descobrir a relação existente entre os padrões de voo e forrageamento destas
abelhas e a composição da paisagem é fundamental para formular estratégias de gestão
ambiental visando à conservação da espécie. Este estudo apresenta um modelo matemático
de agentes para simular a atividade de forrageamento das abelhas e o recrutamento via
waggle dance. O modelo é implementado em linguagem R. A função computacional criada
permite que o usuário configure paisagens que variam em termos de quantidade de flores,
fragmentação do ambiente e qualidade (doçura) do néctar. Também é possível configurar
parâmetros da colmeia como número de forrageiras, tempo de descanso, velocidade do
voo das abelhas, etc.
Palavras-chave: modelos de agentes, dança das abelhas, recrutamento, conservação

Introdução
Sabe-se que algumas espécies apresentam a tendência de se submeter a um rigoroso

padrão de trabalho em conjunto visando alcançar um objetivo o qual beneficia todos os
indivíduos da população. Nestas espécies, a forma como os indivíduos (agentes) interagem
e o comportamento social resultante tem despertado o interesse de muitos pesquisadores.
Essa padronização do comportamento é definida como swarm intelligence (LÉVY, 2003).

As abelhas, por conta do seu comportamento natural de visitação, apresentam um
importante papel como polinizadoras. Elas interagem de forma frequente com o ambiente
o qual se localizam ao redor das colmeias. As abelhas são responsáveis por grande
parte da polinização na natureza, consequentemente, estas se tornam fundamentais para
a manutenção do ecossistema e, consequentemente, para a sobrevivência humana. Para
tornar possível sua comunicação, as abelhas utilizam de diversos recursos para que a
mesma seja a mais eficaz possível, como, por exemplo: sons, trocas de essências e, até
mesmo, contatos físicos. Por essas e outras razões considera-se a comunicação desses
seres como bem aprimorada.

No caso das abelhas Apis Mellifera, o forrageamento depende em grande parte da infor-
mação transmitida através da waggle dance (FRISCH, 1953). As abelhas, ao se depararem
com uma fonte de alimento, realizam uma sequência padronizada de movimentos a fim
de informar a localização da fonte. A atividade de recrutamento pela dança também é
modulada pela distância, abundância e doçura do néctar.

São apresentados diversos trabalhos os quais simulam a ação das forrageiras a partir
de modelos de agentes ou equações diferenciais (SEELEY, 1994; BEEKMAN, 2005),

1denner.augusto300@gmail.com
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porém, poucos destes trabalhos estudaram a importância da paisagem na atividade de
forrageamento.

Desenvolvimento
Neste projeto foi elaborado um modelo baseado em agentes para simular o comporta-

mento de forrageamento das abelhas Apis mellifera. Ao início de cada simulação, uma
paisagem composta por arranjos florais (de diferentes espécies vegetais) é construída
aleatoriamente. Parâmetros que determinam as distribuições do número de flores, da
abundância e qualidade de néctar, da densidade floral e da fragmentação da paisagem são
escolhidos livremente pelo usuário.

As simulações representam um dia de forrageamento na colmeia. As abelhas são
livres para voarem em um espaço bidimensional, onde localizam-se as fontes de recurso.
Elas podem atuar como batedoras, exploradoras, recrutadoras, seguidoras da dança ou até
mesmo estarem em repouso. As abelhas apresentam limites máximos para distância de
voo e quantidade de carga a ser transportada. A intensidade de recrutamento (via waggle
dance) é modulada pela lucratividade do arranjo floral recém visitado, considerando-se o
balanço energético do forrageamento.

Ao longo das simulações, dados são registrados continuamente. Assim, o usuário pode
descrever a disposição espacial das abelhas e dos arranjos florais visitados, a quantidade
de recursos coletada, a distribuição de trabalho na casta das forrageiras, e entre outras
respostas (Figura 1).

Figure 7.2: (A) - Disposição espacial dos arranjos florais: flores não-visitadas (vermelho)
e visitadas (azul), abelhas (preto) e trajetórias de recrutamento (pontilhado). (B) - Divisão
do trabalho das abelhas forrageiras ao longo do tempo.

Conclusão
Com o pacote computacional desenvolvido, o usuário pode simular paisagens e avaliar

os impactos na atividade de forrageamento das abelhas Apis Mellifera. Dessa forma, a
ferramenta torna-se útil em estudos sobre conservação das abelhas e gestão ambiental.
O pacote encontra-se em fase de testes e será disponibilizado livremente a partir de
repositórios online após a publicação deste trabalho em periódico científico.
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Resumo: Este trabalho trata de um modelo para descrever a propagação de sementes
provenientes de plantas sazonais, tomando como base a dinâmica apresentada por [1],
onde podemos encontrar um modelo para a propagação de plantas sazonais e um para a
propagação de sementes também. No modelo que propomos foi usada uma equação de
diferença linear autônoma homogênea de segunda ordem, buscando tornar mais simples
o modelo proposto por [1], que compõe um sistema. Com isso, foi possível analisar
condições para que ocorra a sobrevivência das sementes.
Palavras-chave: Plantas sazonais, sementes, propagação.

Introdução
Neste trabalho ilustramos um modelo para propagação anual de sementes de Neste

trabalho ilustramos um modelo para propagação anual de sementes de plantas sazonais,
tomando como base um modelo de propagação anual de plantas sazonais considerado
por [1], que é desenvolvido a partir da seguinte situação. Ao final do verão certas plantas
produzem sementes e morrem. Então, no inverno, uma fração dessas sementes sobrevive.
Parte das sementes sobreviventes germinam, surgindo uma nova geração de plantas. A
capacidade de germinação está relacionada a idade da semente, que não sobrevive a mais
de dois invernos.

O modelo proposto por [1] é dado por:

pt = ασγ pt−1 +βσ(1−α)σγ pt−2, (7.12)

onde pt é o número de plantas na geração t (cada geração corresponde a um ciclo), γ é o
número de sementes produzidas por planta, σ é a fração de sementes que sobrevivem a
cada inverno, α é a fração de sementes que germinam no primeiro ano e, por fim, β é a
fração de sementes que germinam no segundo ano.

Também podemos encontrar em [1] um modelo para a propagação das sementes, dado
pelo sistema:

{
S1

t+1 = σγαS1
t +σγβS2

t
S2

t+1 = σ(1−α)S1
t

,
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onde S1
t é o número de sementes em t com 1 ano de idade e S2

t é o número de sementes em
t com 2 anos de idade.

O modelo de propagação de sementes que ilustramos busca simplificar o modelo
acima, obtendo uma equação de diferença de segundo grau para representar a dinâmica
desejada, ao invés de um sistema. Com isso, a análise qualitativa se torna mais simples.
No entanto, para a validação desse modelo é necessária uma nova hipótese: as sementes
devem, inicialmente, possuir a mesma idade. É uma hipótese razoável de se considerar,
principalmente em casos como a introdução de nova espécie em uma região.

E mais, com o modelo que iremos propor, basta o conhecimento do número de sementes
em t−2 para obtenção do número de sementes em t, isto é, não é necessária a posse do
número de sementes em t−1. Dessa forma, é possível generalizar a dinâmica para o caso
de sementes que sobrevivem até n invernos, ao invés de apenas dois.

Desenvolvimento
Para saber a quantidade de sementes encontradas em um tempo t, sendo t medido em

anos, devemos analisar dois instantes anteriores: ano t− 1 e ano t− 2, uma vez que a
semente não sobrevive mais que dois anos. Vamos considerar que o instante t trabalhado é
dado, durante o ano analisado, na primavera.

Assim, em t − 2 temos uma quantidade de plantas pt−2, que irá gerar, no outono
seguinte, uma quantidade St−2 = γ pt−2 de sementes, ainda em t−2, uma vez que t−1 se
iniciará na primavera seguinte.

No instante t − 1 teremos σSt−2 sementes que sobreviveram ao inverno. Dessas,
teremos ασSt−2 que germinam e se tornam plantas, enquanto que (1−α)σSt−2 não
germinam em seu primeiro ano e continuam sendo sementes. Observe que são provenientes
do estágio t−2, mesmo estando agora em t−1.

Ainda em t−1, porém no outono, a quantidade de sementes já existentes, (1−α)σSt−2,
não se altera, pois ainda não chegou o inverno. Por outro lado, γ pt−1 sementes são geradas
pelas plantas de t−1, que são dadas por pt−1 = ασSt−2. Portanto,

St−1 = γ pt−1 = γασSt−2. (7.13)

Finalmente, no tempo t a fração dessas sementes que sobreviverem ao inverno é dada
por σ2γαSt−2 +σ2(1−α)St−2.

Das σ2γαSt−2 sementes, geradas em t−1, e portanto suportando seu primeiro inverno,
temos que σ2γα2St−2 germinam, se tornando plantas, e (1−α)σ2γαSt−2 não germinam,
permanecendo sementes. Das σ2(1−α)St−2 sementes, geradas em t − 2, e portanto
suportando seu segundo inverno, temos que βσ2(1−α)St−2 germinam, se tornando
plantas, e (1−β )σ2(1−α)St−2 não germinam, permanecendo sementes.

Vejamos que o número total de plantas no instante t é, então, dado por pt =σ2γα2St−2+
βσ2(1−α)St−2, que coincide com o número dado pelo modelo original de plantas em
[1]. De fato, como comentado inicialmente, temos St−2 = γ pt−2, que iremos substituir na
segunda parcela do somatório dado em pt . E mais, dividindo a equação (7.13) toda por
γ , temos pt−1 = ασSt−2. Isto é, St−2 =

pt−1

ασ
, que iremos substituir na primeira parcela

da soma em pt . Com as substituições citadas, obtemos que o número de plantas em t no
modelo que propomos é pt = σγα pt−1 +βσ2(1−α)γ pt−2.
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Por sua vez, o número total de sementes no instante t, que gera o modelo de propagação
anual das sementes, é

St = (1−α)σ2
γαSt−2 +(1−β )σ2(1−α)St−2.

Ou seja, St = kSt−2, onde k = (1−α)σ2γα +(1−β )σ2(1−α). Portanto, temos uma
equação de diferença linear autônoma homogênea de segunda ordem, cujo polinômio
característico é dado por p(λ ) = λ 2− k. Sua raiz é λ =

√
k.

Para que haja sobrevivência das sementes é necessário que |λ | ≥ 1. Analisando as
condições para que isso ocorra, concluímos que é necessário que o número γ de sementes

produzidas por planta deve ser tal que γ ≥ 1
α(1−α)σ2 +

β −1
α

.

Agora, supondo que as sementes possam sobreviver a até n invernos, é possível
encontrar uma constante kn, seguindo o raciocínio acima apresentado, tal que o número
de sementes no tempo t dependa apenas do número de sementes do tempo t−n, isto é,
St = knSt−n. Então, temos uma equação cujo polinômio característico é p(λ ) = λ n− kn,
que apresenta raiz λ = n

√
kn. Portanto, para que haja sobrevivência das sementes basta que

kn ≥ 1. Por outro lado, se kn < 1 ocorre a extinção da espécie.

Considerações Finais
Na elaboração do modelo que descreve a propagação de sementes de plantas sazonais

obtivemos uma equação de diferença linear de segunda ordem, que é mais fácil analisar
qualitativamente do que um sistema, e no qual podemos obter St dependendo apenas de
St−2. Ainda, ao propor este modelo, pudemos obter o mesmo número de plantas, em
t, obtido no modelo proposto por [1], significando que o modelo que propomos está de
acordo com a dinâmica seguida. Também, foi possível generalizar a situação para casos
em que a semente sobrevive até n invernos.

Referências
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Proposal for Medical Data Transmission Applied to
Healthcare Systems
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Abstract: Information systems used in SUS are slow and consume a lot of system memory,
facilitating crashes, impacting patients seeking examinations which face large waiting
periods, just considering that exchange patient data and medical consultations in system
are interconnected between hospitals, for scheduling of consultations may become even
more latent. Aiming to solve such problems, the present study implements modeling with
discrete-event technology applied to a healthcare system, improving the transmission of
data, through a pre-coding process of bits adopting discrete events before it is modulated,
showing better computational performance with respect to memory utilization related to
compression of information, showing an improvement of 95.86%.
Keywords: eHealth, Discrete Events, CBEDE, Data

Introduction
People perform various routine checkups that demand the periodic completion of

various clinical, imaging and laboratory examinations to diagnose diseases, most people
face immense waiting periods in the Unified Health System (SUS) for scheduling and
conducting medical examinations. Still considering the factor interfering negatively in this
process is the use of technologies with slow data transmission and high computational
memory consumption. This study focuses on the development of models based on Discrete
Event Simulation (DES) technique named CBEDE (Coding of Bits for Entities by DES) to
assist SUS by categorizing the broad spectrum of health-related topics as well as improving
the transmission of medical data related to the examinations performed with the objective
to increase the transmission capacity of information content within healthcare systems.
The DES is an efficient tool that addresses the wide variety of health care issues being used
in the modeling of concepts with a high level of abstraction in a healthcare facility. A DES
models the system operation as a sequence of events in discrete time. Each event happens
at a particular instant and marks a system state change. Between adjacent events, no system
alteration occurs. Hence, the simulation time can directly shift to the next event (next-event
time progression). Thus, DES result in a set of differential equations modeling the change
rate of the state variables. This proposal brings a different approach, using the technique
applied in the physical layer of the transmission medium, the bit itself (the low-level of
abstraction), which implemented discrete entities in the process of bit generation.
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Development
The proposal (CBEDE) of this study was developed in MATLAB software (2014a)

and is illustrated in figure 1, operating in the pre-processing step of the bitstream and
using advanced DQPSK modulation in the signal, and Fading Rician for multipath, was
tested with simulations against the Traditional Methodology (TM) which did not contain
discrete events technique. Where TM consumed 91.0820MB while the required CBEDE
46,5039MB transmitting the same flow of information.

Figure 1 - Proposed CBDE healthcare system

Final Considerations
CBEDE model presents a better computational performance of 95.86% related to

memory utilization related to information compression. The differential of this research is
the use of discrete events applied in the physical layer of a transmission medium. Whereas
CBEDE can improve the capacity of hospital services by increasing the performance
of the communication between all medical devices since the data stream will consume
fewer communication resources, still may improve the interactions between stakeholders
(doctors, staff, and patients), triage, disposal of speciality/diagnostic services, surgical
planning, generating improvements throughout the healthcare system chain to which the
proposal was applied.
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Blood Cell Count by Digital Image Processing
Methodology

Ana Carolina Borges Monteiro 1, Yuzo Iano 2, Reinaldo Padilha França 3,
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Abstract: Currently, Brazil is one of the few countries in the world that provides full
health assistance to its population, regardless of the individual’s socioeconomic status.
Thinking in this scenario global scenario is necessary to make health a universal right,
being inexpensive for people and governments. Based on this, the blood count is the most
requested laboratory test for the detection of a wide variety of diseases. This is possible
because this method is responsible for the simultaneous analysis of white blood cells and
platelets. Thus, this study employs methods and concepts of digital image processing
and mathematical morphology to create a methodology that performs fast, simple and
inexpensive blood count. Since the proposed methodologies require optimization, which is
time-consuming when using hard techniques, the framework uses a soft computing (SC)
strategy related to the Watershed Transform.
Keywords: Digital Image Processing, Hematology, Healthcare, Optimization, Soft Com-
puting

Introduction

Red blood cells, leukocytes, and platelets are blood cells produced within the bone
marrow. After the maturation period, the bloodstream is released where they perform
the functions of gas transport, body defense, and coagulation, respectively. Quantitative
and qualitative changes in these groups are strongly indicative of genetic or deficient
anemias, polycythemias, infections by pathogens (viruses, bacteria or parasites), allergies,
acute or chronic infections, etc. Analyzes of these cell groups can be done by manual
or automated methodologies. Manual methods are slow, unreliable and inexpensive. In
contrast, machine examinations have speed, high accuracy, and high cost. In this scenario,
considering that many hospitals around the world cannot afford the costs of automation
and its derivatives, the present study aims to employ concepts of computer techniques
established in the medical literature to create a low cost, high reliability, and high-cost
methodology. that can be performed by a simple computer, dispensing with the traditional
methodologies.
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Development
The experiments were conducted using 10 digital blood smear images, which were

conducted to Matlab software and subjected to the developed methodology named or
WHT-MO (Watershed and Hough Transform in Morphological Operations). The detection
and contact process is performed simultaneously and separately as shown in figure 01. The
results were compared with manual counts made by a biomedical professional and showed
90% accuracy in red blood cell and leukocyte count and 80% in platelet counts.

Figure 1 - WHT-MO methodology logic

Final Considerations
The WHT-MO methodology proves that it is possible to perform low-cost blood tests

without loss of reliability, and can be seen as the first one for greater accessibility to
medical examinations for low-income people.
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Suplemento nutricional otimizado para a
biodisponibilidade de magnésio

Luciana Bueno 1,
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Resumo: O magnésio é um nutriente importante para o organismo humano por ser
essencial e participar de mecanismos bioquímicos como o ciclo de Krebs e a saúde e bem-
estar muscular. Com isso, para atletas e praticantes de atividade física pode ser um grande
diferencial a ser inserido na dieta alimentar diária dessas pessoas. perdas consideráveis do
magnésio acontecem em atletas de alto rendimento pela intensidade do exercício físico
acompanhado de alto strees metabólico, o que motivou a nossa pesquisa e desenvolvimento
do produto. Sua tecnologia inovadora foi desenvolvida no Brasil pela pesquisadora e
empreendedora, com a utilização de Modelagem Matemática com a técnica de otimização
de Superfície de Resposta para Misturas associado a um método analítico de simulação
do tratogastrintestinal humano com parâmetros de digestão e absorção controlados em
laboratório, e por fim correlacionados a dados bioquímicos obtidos por meio de ensaios
clínicos com humanos. Os resultados demonstraram o sinergismo das metodologias
usadas e assim pudermos desenhar de maneira mais preditiva os nutrientes na composição
nutricional do produto com a sua eficácia de consumo pelas pessoas, onde obtivemos picos
de magnésio circulante na corrente sanguínea em dois momentos distintos, na primeira e
segunda hora após a sua ingestão, tanto para voluntários de peso corporal normal como
para as pessoas obesas.
Palavras-chave: suplemento nutricional, magnésio, modelagem matemática

Introdução
Com os avanços da industria de alimento, cresce também a necessidade de maior

atenção das pessoas para suas escolhas alimentares e principalmente, para os reais bene-
fícios que ela pode trazer ao ser consumido pelas pessoas. O suplemento nutricional
em questão é um produto inteligente para atletas de alto rendimento desenvolvido para
a otimização da biodisponibilidade de magnésio e saúde da microbiota intestinal, capaz
de conduzir os consumidores, para uma experiência única em qualidade e quantidade de
nutrientes, diretamente aliadas ao melhor desempenho físico na produção mitocondrial
energética e na contração muscular. São produtos de diferentes sabores, balanceados
em nutrientes, em formato de pó para serem preparados com adição de água, contém na
sua formulação o isolado proteico de soja, maltodextrina, triglicerídeos de cadeia longa,
triglicerídeos de cadeia média, prebiótico, e um mix de minerais e vitaminas essenciais
para o organismo.

Desenvolvimento
Os ingredientes utilizados são representativos de produtos já existentes no mercado e

são destinados a nutrição clínica, presentes na sua lista positiva da Anvisa. Valor Calórico
1lubuenno@yahoo.com.br
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Total representam 15 % de proteína, 67 de carboidratos e 18 % de lipídeos, sendo nas
medidas de 60 gramas de pó em 250 mL de água correspondente a 12,5 % da ingestão diária
de nutrientes para uma dieta de 2.000 Kcal. Procedimentos analíticos Os procedimentos
analíticos foram realizados segundo as normas propostas pela AOAC [1] com amostras em
duplicatas ou triplicatas, utilizando-se a ração à base de caseína AIN – 93G12 como padrão
de referência secundário. O método para a determinação do magnésio e foi o método
in vitro proposto por Miller et al. [2] e modificado por Luten et al. [3] para avaliação
da biodisponibilidade de minerais em alimentos e dietas, que envolve a simulação da
digestão gastrintestinal, seguida da determinação do mineral solúvel e con- siste de duas
etapas básicas que simulam a digestão: gástrica e duodenal. Em linhas gerais, a dieta
enteral foi submetida à digestão com pepsina, após acidificação do meio com HCl 6N
até pH 2, seguida de digestão com pancreatina/bile, após a alcalinização do meio a pH
7, com NaHCO3 contido em tubos de diálise. No final do último período de digestão,
os segmentos de tubos de diálise foram lavados com água desionizada e seu conteúdo
colo- cado em balão volumétrico de 25 mL, sendo o volume final completado com água
desionizada, condicionadas em freezer até o momento da leitura. Os ensaios clínicos
seguiram a aprovação do Comitê de ética de Pesquisa com Humanos da Faculdade de
Medicina de Ribeirão Preto e foram conduzidos pela ingestão de 200 mL de produto em
jejum e coletas de sangue de uma em uma hora, num total de 5 horas de experimentos,
sendo voluntários com peso corporal normal e obesos selecionados seguindo os critérios
da pesquisa.

A estimativa do valor dos coeficientes de todas as regressões foi obtida pelo método
dos mínimos quadrados, sendo sua significância avaliada pelo teste t, adotando-se um valor
de p≤ 0,05, para todos os ensaios e correlações associadas com o tratamento de dados
experimentais. Os cálculos e gráficos foram elaborados utilizando-se o programa Statistica
V.6.

Considerações Finais
O suplemento nutricional mostrou picos de circulação o que faz com que o magnésio

tenha sido absorvido com sucesso e assim pode ser usado pelo organismo. Estudos
científicos demonstram que atletas e praticantes de atividade física tendem a apresentar
deficiência de magnésio e é ineficaz o aporte do mineral somente pela dieta alimentar.
Sua deficiência é acentuada durante a realização de atividades físicas de alto impacto e de
resistência, acelerando o surgimento de cãibras musculares, falta de energia e esgotamento
físico.
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A Rede Neural Fast ART Euclidiana no diagnóstico do
Câncer de Mama
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Resumo: O câncer de mama é a doença neoplásica mais comum entre as mulheres em todo
mundo, e a segunda quando considerados homens e mulheres, sendo precedida apenas pelo
câncer de pulmão. Para proporcionar ao paciente um tratamento mais eficaz, retardando a
evolução da doença e, evitando sua morte e consequentemente melhorando a qualidade
de vida, é necessário que esta doença seja diagnosticada o mais precocemente possível.
Neste trabalho utilizou-se uma rede neural da família ART (Adaptive Ressonance Theory),
a rede Fast ART Euclidiana para o diagnóstico do câncer de mama.
Palavras-chave: Diagnóstico Médico, Redes Neurais Artificiais, Aprendizado de Máquina.

Introdução
A utilização do aprendizado de máquina tem sido uma ferramenta importante na

resolução de problemas do mundo real como, por exemplo, a ocorrência de dúvidas na
formulação e interpretação do diagnóstico clínico. Uma das técnicas utilizadas para essa
finalidade, consiste no uso de redes neurais com mecanismo de clustering, ou seja, de
agrupamento de dados. Como isso funciona? Essas redes utilizam um algoritmo para
classificação de dados pré rotulados ou não, e de acordo com a semelhança entre os
dados, s ao estabelecidas relações que não estão explicitas no problema. Assim, uma parte
dos dados é utilizada para o treinamento da rede, enquanto que outra é reservada para
a análise, confirmando se a rede é ou não eficaz para o problema abordado. Para isso,
são necessários ajustes nos parâmetros da rede, até que esta apresente um desempenho
satisfatório, em outros casos, se faz necessária a alteração das métricas utilizadas. Se o
método apresentar critérios de desempenho desejáveis, esse modelo será potencialmente
utilizável no problema de interesse. Assim, este trabalho utiliza a rede neural Fast ART
Euclidiana [1], para classificar o câncer de mama em maligno e benigno, uma vez que
a eficiência do modelo poderá beneficiar os pacientes, que poderão ser diagnosticados
precocemente e corretamente, assim esses, caso seja diagnosticado como verdadeiros
positivos, poderão ter maiores chances de receber um tratamento adequado e finalizado
com êxito, bem como melhorar a qualidade de vida do paciente.

Desenvolvimento
A Fast ART Euclidiana[1], baseada na Rede Neural Ellipsoid ARTMAP[2], e apresenta

algumas particularidades em relação a rede ART tradicional. Como sua predecessora, ela
não requer o uso de normalização e codificação dos vetores de entrada, com a novidade
de usar contadores de modo a tornar a rede auto-expansível, sendo que a expansão só
ocorre com a necessidade de se criar novos clusters para comportar dados incompatíveis

1andrecaliari@ufpr.br
2angela.moreno@unifal.mg.edu.br
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com os dados já incorporados à rede. Outra inovação em relação às redes tradicionais
é o centro do primeiro cluster é iniciado com o primeiro dado de classe e n ao com a
adaptação do cluster vazio com o dado da primeira classe. Como a sua precursora, a
Rede Fast ART Euclidiana, diferentemente das redes tradicionais ART1 e ART Fuzzy que
utilizam operadores lógicos AND Fuzzy como função de ativação Match, utiliza a distância
Euclidiana para verificar a similaridade entre um novo dado e o centro de classe. Com isso
ao invés de hiperretângulos, obtém-se hiperesferas cujo centro de cluster é representativo
da classe. Essas mudanças permitem que a rede ganhe velocidade e precisão, além de
reduzir os custos computacionais durante o treinamento. Para as simulações, o banco de
dados utilizado neste trabalho foi criado pelo Wolberg e Mangasarian (1990), da University
of Wisconsin Hospitals, Madison, Wisconsin USA. Esses dados podem ser obtidos no UCI
Machine Learning Repository [3]. É constituído por 699 instâncias, das quais 16 foram
excluídas porque elas estão com alguns parâmetros não identificados, apresentando apenas
uma interrogação (?) no lugar do valor, deixando assim um número de 683 instâncias,
destas 444 são classificados como benignos e 239 como malignos. O conjunto de dados
foi dividido em outros três conjuntos mutuamente excludentes com 50% dos dados usados
para treinamento e 50% para teste, 70% dos dados para treinamento e 30% para teste.
Também foram utilizadas métricas de desempenho para avaliar a eficácia da rede. Para
cada simulação, os parâmetros definidos na rede Fast ART Euclidiana foram β = 0,15
e ρ entre 0,5 e 0,9 com incremento de 0,001, cujos melhores parâmetros foram obtidos
através de busca exaustiva. Na Tabela 7.2 são apresentados os resultados obtidos.

Table 7.2: Resultados obtidos pela rede e os disponíveis na literatura.
Autores Partição Esp. Sens. Acc. F1-Score
Akay [4] 50-50 96.64 99.55 98.53 0.8612
Maysanjaya [5] 50-50 97.40 97.40 97.36 -
Bhardwaj [6] 50-50 95.77 98.85 98.24 -
Este Trabalho 50-50 99.23 97.53 98.83 0.9747
Akay [4] 70-30 98.61 99.24 99.02 0.8344
Maysanjaya[5] 70-30 98.50 98.50 98.54 -
Bhardwaj[6] 70-30 99.21 99.51 100.00 -
Este Trabalho 70-30 100 100 100 1

Considerações Finais

Neste trabalho foi aplicada a rede neural Fast ART Euclidiana no campo médico para
auxiliar no diagnóstico precoce do câncer de mama, usando o banco dados Wisconsin
Breast Cancer Data Set (WBCD), que é o mais comumente utilizada nos estudos para o
diagnóstico de câncer de mama. Diante da precisão dos nossos resultados de 100% para
a partição 70-30 e 98,83% para a partição 50-50, é evidente que obtemos um método
promissor na classificação do câncer de mama, que poderá ajudar o profissional especialista
a diminuir a taxa de erros no diagnóstico ou eliminar possíveis incertezas sobre alguns
laudos.
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Diagnóstico da Doença de Parkinson via Redes Neurais
Fast ART

Reginaldo José da Silva 1, Angela Leite Moreno 2,
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Resumo: A Doença de Parkinson, entre as doenças relacionadas ao Sistema Nervoso
Central, tem sido uma das mais frequentes atingindo cerca de 100 a 150 pessoas a cada
100:000. Apesar de ser uma das doenças neurológicas crônicas com melhores índices de
sucesso terapêutico, o erro no diagnóstico dos pacientes tem sido a principal causa de
falha no seu tratamento. Atualmente em diversos problemas da medicina relacionado ao
diagnóstico de doenças tem utilizados técnicas de Aprendizagem de Máquina, em especial
Redes Neurais Artificiais. Deste modo, este trabalho apresenta os resultados obtidos
pelas rede Fast ART Fuzzy e Fast ART Euclidiana aplicadas ao diagnóstico da Doença de
Parkinson.
Palavras-chave: Aprendizado de máquina, Redes Neurais Artificiais, Métodos de classifi-
cação.

Introdução
A Doença de Parkinson (DP) é uma doença evolutiva, neurodegenerativa e crônica que

ocorre no sistema nervoso central causando morte neuronal da substância negra, levando a
diminuição da dopamina, um neurotransmissor essencial no controle dos movimentos. O
diagnóstico precoce da DP é importante para que o tratamento se inicie nos estágios iniciais,
fazendo com que a doença se desenvolva mais lentamente e consequentemente melhorando
a qualidade de vida do paciente. Como muitas outras doenças, essas patologias dependem
do diagnóstico médico para identificar seu estágio de desenvolvimento, entretanto não
existem muitas ferramentas disponíveis para este fim. Com o aprendizado de máquina,
muitos métodos classificadores de dados têm sido desenvolvidos para o diagnóstico de
doenças. Logo, uma das formas de se diagnosticar a DP é utilizando métodos de recon-
hecimento de padrões, sendo que as redes neurais artificiais vem sendo muito utilizadas
nesse tipo de problema. Dentre as diversas redes utilizadas no reconhecimento de padrões,
tem-se as redes neurais baseadas na Teoria da Ressonância Adaptativa (Adaptive Resso-
nance Theory), abreviadamente ART devido a sua grande capacidade de generalização e
adaptação. Assim, este trabalho apresenta os resultados obtidos utilizando as redes Fast
ART Euclidiana e Fast ART Fuzzy [2], para o diagnóstico de DP.

Resultados Computacionais
Com o intuito de classificar a DP foi utilizada a base de dados Parkinson Speech Dataset

with Multiple Types of Sound Recordings Data Set, desenvolvida por [3], disponível no
repositório UCI - Machine Learning Repository. Os dados obtidos por [3] foram coletados
de 20 indivíduos com DP (6 mulheres, 14 homens) e 20 indivíduos saudáveis (10 homens,
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10 mulheres) que recorreram ao Departamento de Neurologia na Faculdade de Medicina
de Cerrahpasa, Universidade de Istambul. O conjunto, constituído de 1040 instâncias,
conta com 26 atributos obtidos através de amostras de falas dos indivíduos, além de um
atributo de identificação do paciente e um de classe. Para as simulações foi utilizado o
método de validação cruzada 5-fold, com os dados sendo divididos em cinco conjuntos e
as simulações feitas utilizando os dados de quatro desses conjuntos para treinamento e um
para testes, esse processo é repetido até que todos os conjuntos de dados sejam utilizados
para a análise e, após obter todos serem utilizados para a análise são calculadas as métricas
de avaliação da rede e, finalmente, o resultado é a média destas métricas. As métricas
de avaliação utilizadas para a validação dos resultados obtidos foram Acurácia (ACC),
Sensibilidade (Sens), Especificidade (Esp) e o Coeficiente de Correlação de Matthews
(MCC) são dadas por:

ACC =
T P+T N

T P+T N +FP+FN
Sens =

T P
T P+FN

Esp =
T N

T N +FP

MCC =
(T P×T N)− (FP×FN)√

(T P+FP)(T P+FN)(T N +FP)(T N +FN)

em que TP é o número de padrões com DP classificados corretamente, TN é o número
de padrões sem DP classificados corretamente, FN é o número de padrões com DP
classificados como sem DP, FP é o número de padrões sem DP classificados com DP. Após
a busca exaustiva dos melhores parâmetros com os quais a rede Fast ART Euclidiana
compusesse clusters mais adequados à classificação dos dados, os melhores resultados
obtidos pela rede foram com os parâmetros β = 0,13 e ρ entre 0,301 e 0,312, com todos
os valores com três casa decimais. Os resultados obtidos neste trabalho foram satisfatórios
como pode ser observado na Tabela 1 que também apresenta os melhores resultados obtidos
por [1].

Table 7.3: Comparativo dos resultados obtidos com diferentes métodos de clustering.

Autores Método ACC Sens Esp MCC
Berus et.al. k-NN (k=7) 77,50% 80,00% 75,00% 0,5507

ANN (fine-tuned) 86,47% 88,91% 84,02% 0,7321
SVM (linear kernel) 85,00% 85,00% 85,00% 0,6000
SVM (RBF kernel) 87,50% 90,00% 85,00% 0,7509

Este estudo Fast ART Fuzzy 50% 100,0% 0,0 % 0,000
Fast ART Euclidiana 85,58% 94,23% 76,92% 0,8120
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